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INTRODUCTION 

Un corps de nombres est un ensemble de grandeurs se reproduisant 
par quatre opérations dites addition, soustraction, multiplication et 
division (les «opérations fondamentales ») . Par exemple, l'ensemble 
des nombres rationnels forme un corps de nombres, le plus simple 
de tous ; nous le désignerons par R. 

Si l'on adjoint à un corps donné K un élément ex qui n'y est pas 
contenu, ainsi que toutes les grandeurs qui prennent naissance quand 
on combine ex avec les éléments de K à l'aide des opérations fondamen
tales, on obtient un corps plus général, K', entièrement déterminé par 
K et ex ; il contient, en particulier, tous les éléments de K. 

Adjoignons par exemple à R, corps des nombres rationnels, le nombre 
i _ \}- 1 ; on obtient le corps des nombres complexes ordinaires 
de la forme x+yi, où x et y sont des nombres rationnels. 

Considérons une équation algébrique, supposée irréductible, de la 

forme 

(1) xn + a~xn-l + a2xn-2 + ..... + an-1X +a,. = O. 

Adjoignons au corps R une racine ex de l 'équation (1). Par cette ad
jonction, nous obtenons un corps algébrique de degré n. La t héorie 
des corps algébriques a été exposée par D. Hilbert dans son ouvrage 
magistr~l «Théorie des Corps de nombres algébriques ll * auquel je 
renvoie le lecteur. 

Si l 'on adjoint au corps R des nombres rationnels deux racines 
carrées, vP" et v"i. où P et q sont deux nombres entiers ordinaires, 
positifs ou négatifs et ne contenant aucun facteur carré, on obtient 

* D. Hilbert, «Théorie des Corps de nombres algébriques))' ouvrage traduit de 
l 'allemand par A. Lévy et Th. Got, Paris, 1913. 
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un corps algébrique K (vP. yq) ie degr~ 4; ce corps contient tous les 
nombres de la forme x 0 + x1 V p + x2 V q + Xa V pq, où Xo, xl. X2 et Xs 
sont rationnels, et ne contient que ces nombres-là. Les corps de 
cette forme ont été étudiés par M. E.-J. Amberg dans sa thèse de 
doctorat intitulée: «Über den Korper, dessen Zahlen sich rational 
aus zwei Quadratwtuzeln zusammensetzen ». Zurich, 1897. 

:M. le 'Professeur L.-G. Du Pasquier m'a proposé d'étudier les corps 
J( (y A , V B, yC) dont les nombres s 'expriment à l 'aide de trois ra

cines carrées: yA, yB. yC, où A, B etC sont trois nornbres entiers 
ordinaires, positifs ou négatifs et dont aucun ne contient un facteur 
carré. Ces corps sont du huitième degré. Dans le cours de mes travaux, 
j'ai été amené à étendre mes recherches aux corps dont les nombres 
s'expriment rationnellement à l'aide de n racines carrées ; ces corps 
sont. algébriques de degré i.71

• 

L'étude de ces corps-là fait l'objet de la première partie de ce mé
mone. 

Sur la proposition de M. L.-G. Du Pasquier, j'étudie dans la seconde 
partie de ce travail les quaternions à coordonnées tirées du corps 
J( (y A , v'B- VC) de degré 8. Ces quaternions sont appelés quaternions 
complexes, par opposition aux quaternions à coordonnées rationnelles 
dits quatentions rationnels. * 

Les quaternions complexes présentent plusieurs particularités. Tou t 
d'abord, comme dans le cas des quaternions rationnels, la multipli
cation n'est en général pas commutative. En outre, tandis que dans 
le corps des quaternions rationnels tous les idéaux sont principaux, le 
domaine n des quaternions complexes contient des idéaux non prin
cipaux. Suivant en cela l'exemple de M. Boris Seitz • *, j 'ai modifié la 
définition classique de l'idéal. J'appelle idéal dans le domaine des qua
ternions complexes, el je représente par S21 _ id la!, l 'ensemble infini 
des quaternions complexes dont les quatre coordonnées parcourent, 
indépendamment les unes des autres, les nombres de l 'idéal a du corps 
pl'imordial J<: (VJf: V B. yC). Cette définition de l'idéal m'a permis 
de simplifier beaucoup la théorie de la divisibilité. J'ai généralisé ensuite 
la théorie des congruences et obtenu le théorème de Fermat étendu 
au domaine des quaternions complexes. 

• On ~ntend par quaternions hamiiLoniens les quaternions dont les coordollnécs 
sont des nombres réels. D 'apiès cela, un (t quaternion complexe ))' au sens que nous 
donnons à ce mot, peut être quaternion hamiltonien ou non. 

H Boris Seilz, Sur l'aritlmomie des nombres de Weierstrass généralisés et de quel
ques systèmes de polylet.tarions complexes. Thèse, Neuchâtel, 1926. 
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PREMIÈRE PARTIE 

Sur les corps algébriques dont les nombres s'expriment 
rationnellement à l'aide de racines carrées. 

CHAPITRE PREMIER 

1. Envisageons le corps de nombres formé en partant des trois racines 
carrées y A, V B et yC, où A, B et C représentent trois nombres 
entiers ordinaires, positifs ou négatifs et dont aucun ne contient un 
facteur carré. Désignons ce corps de nombres par [( (yA, yB, yC) 
ou simplement par K. 

Tout nombre w de J( pourra s'écrire 

w = m0 +m1yA+m2VB+m3yC+rn4yAB+m5yBC 
+m6yCA + m.lJ ABC. 

Désignons par s le plus grand commun diviseur des trois nombres 
A , B et C pris dans leur ensemble, de sorte que l 'on ai t 

A = A's, B=B's, C = C's 

où les entiers A', B' et C' sont premiers entre eux dans leur ensemble. 

Si l 'on pose encore 
(A'JB') = q; (B'jC') = r ; (C'JA') = p, 

où (x/y) désigne le plus grand commun diviseur de x et de y, on voit 
que les trois nombres q, r et p sont premiers entre eux deux à deux. 

Si l'on désigne alors par a, b et c trois entiers appropriés qui dépen
dent de A, B et C, le nombre w peut s'écrire comme suit : 

w = c0 + ~yapqs + c2ybqrs + c3ycrps + c4yabrp 1.1. 
+c5 ..jbcpq + c6y caqr + c,yabcs, 

expression dans laquelle les C). sont des nombres 1·ationnels et où les 
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produits apqs, hqrs, ... , abcs sout des enLiet·s donL aucun ne conLient 
plus d e facteur carré. 

Le corps K ainsi d éfini est un corps algébrique du huitième d egré. 

2. Chacun d es sept radicaux \/apqs. Vbqn;. Jcrp~>. y rd)l-p . Jbcpq , 
J caqr et yaucs ayant deux détermina ti ons, nous choisirons ces 
déterminations de te1Je man ière que le produit des sept radicaux ait 
le même signe que le produit a.bcpqrs. 

3. Notations. Soit a un entier q uelconqne. Pour désigner ce même en ti er 
débarrassé de ses facteurs carrés , nous écrirons ~- De même, \r:; dési
gnera la racine carrée du nombre CL cléba rras!:'e pl'éalahlement de ses 
facteurs carrés. 

Il suit de là q u'un nombre quelconque c.> du corps J( ( /ïi, JB, JC) 
peut s'écrn·e: 

c.> = m, + m 1 VA+ 111~ VB + tn3 yC + m.1 V"A'fJ + 111;, VHc 
+ m.G VCA + /1/7 VABC. 

4. P ennutations du corps E(VA . yB, \IC). Lecorpsf((yïi, vfi, yC.) 
e!i t entièrernent détenniné par le:s trois racines carrées V A. yB el VC, 
les déterminations de ces radicaux ayant été choisies comme il a été 
dit plus haut (v. § 2). 

Nou s désignerons alol'S par <pl la pel'mutation qui change vït ~ 
- y A. ce qui entraîne le changement d e VCA en- VCA, de vAB 
en- VAB et de VABC en - \IABC. 

<p2 désignera la per mutation qui change vs en - v8 et, par suite, 

VAB en -VAJj, VfJë en -VJ]{! et VABC en - JAHC. 
'h désignera la per mutation qui change V C en - \1 C et, par suite, 

\1 BC en -\1 BC, \ICA. en -\ICA. e't \IAHC en - \IAJJC. 

Cf4 désignera la permutation qu i change simultanémen1 V A en - V A 

el \lB en - \1 B et, par suite, \/CA. en -V CA et V BC en - yBë. 
<p~ désignera la permutation qui change simultanément V B en - VB 

et VC en -\IC et, par suite, \IAH en - \1 AB et \ICA en - V CA . 

<pa désignera la permutation qui change simultanément V C en - VC 
ct \1 A en - \lA et, par suite, v=;i'B en - \IAB et V BL.' en - V BC. 

Enfin Cf7 désignera la permutation qui change simultanément JA. 
en - JA. JB en - {Ë et ,IC en- J(; et, par suite, \! Al-K' en 
- \ I AJ:JC. 

Si l 'on désigne, en out r e, par cp0 la permutation identique qui ne 
change aucune des déterminations d es sept radicaux JA, JB, ... 
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... , .J AUC, on voit que le nombre total des perrnutations du_ corps 

X ( ,1 A. v IJ. Je) est égal au nombre total des combinaisons des t rois 
nombres A, B etC pris un à un. puis deux à deux, puis trois à trois ; 
ce nombre es t donc bien 

(~) + (~)+0) = 7. 

5. Conjugués, nm·me. - So1t (JJ un nombre du corps /( ( {A. ,rH, {ë). 
Mettons r•> sous la forme 

w = cu + C1 ,fapq.~ + c2 \lbqrs + C:: \lt:rp.~ + c4 , fnbrp +t':. ,lbcpq 

+ r·. ,lcaqr + c; ,labcs. 
Si on applique a u nombre (J) ci-dessus les sept permut ations q>" q>~, 

••. , q>; du § '•· on obtient les sep't. nombres 
"il)' ,,J(2)' . .. ' r,/7) 

qui sont dits les conjugués de (J) . 

I.e produit de '•> par ses sept co njugués est un nombre rationnel dit 
la norme de r,>; nous écrirons 

vJ r,/1) ,.,/~> ..... r,/1> = !\" ( vJ \. 

Si l'on applique à t ous les nombres du corps /( les permutations 
q>p q>~, ... , q>

7
, on obtient les corps conjngttés de K. Nous les désignerons 

r.((l ) rA2) JA1) par .L' , .L'- , ... , \. • • 

Les sept corps conjugués de J( étant ident iques à K, ce dernier corps 

est un corps normal du huitième degré. 

6. Sous-corps. Le corps /( ( .JA., .J8. {ë) ouf( (V apqs. ,1 hqrs. ,laps) 
a sept sous-corps quadratiques dont les bases sont 

(L , fapqs ); (1, ../bqrs); (:1., ../erps); (·1, ../abrp); (L ,lhcpq); 
( :l. V caqr); (.1, ,1 ab cs). 

Le corps I<( ,lupqs, ..jbqrs, ,lerps) a égalemen t sept sous-corps du 

4e degré *. Ce sout 

r ](1 (1, .jbqrs . ../erps, .jbcpq); 1(2 (1, va.pqs. ,lerps . ../caqr) ; 
K

3
(1, ../apqs, ..jbqrs. ,labrp ); K 4 (:1., ../erps, ,labrp, ../abcs); 

K5(1, ya.pqs, ..jbcpq . ../abcs); ](G (1, vbqrs. ,lcaqr . ../abcs); 
1{7 (1, v abrp, ,lbcpq. ,lcaqr ). 

Les i ndices des sous-corps 1(
1

, 1(
2

, ••• , K 7 ont été choisis de telle manière 
que la permutation If>.• d ' indice / .. laisse inchangé p récisément le sous-

corps J(). de même indice. 

• Ils ont été étudiés par M. E.-J. Ambet·g, « Ubcr den Korper, Jesscn Zahlen sich 
ra t ional aus zwei Quadratwur7nln 7.ll~ommensetzen "• Zuri éh, 1897. 



-14-

J] en résulte qu'étant donné un nombre quelconque w du corps 

K ({A, .[Ë, /C), si on applique à ce nombre w la permutation cp). 
quj transforme w en w(),), le produit ww!).) est un nombre du sous
corps ]().· 

7. Première généralisation, le corps du seizième degré. Envisageons le 
corps de nombres formé en partant de quatre racines carrées {A

1
, 

yA2 , VAs et VA4 , où AP A 2 , A 3 et A 4 représentent quatre nombres 
entiers ordinaires, positifs ou négatifs et dont aucun ne contient un 
facteur carré. Désignons ce corps par J( (vAl, VA?., VAa, vA.) ou 
simplement par K . 

Tout nombre w du corps /(peut s'écrire 

w = mo+ ml VA1 + m2 J Az + m3 VAs+ m., VA4 

+ms .jA1A 2+mc v'A 1A:~+m7 \I/ÇIÇ+m8 JA:A:+mG JA~A.,+m10 .jA3 AJ 

+mu vA.A2A s +ml?. .jAlAlA., + m.o JA.AsA4 + ml4 .jA2A3A4 

+ mls .jAtAzA3A •. 
Soit, comme plus haut (v. § 1), s le plus grand commun diviseur des 

quatre nombres A 1 , A 2 , A 3 et A., pris dans leur ensemble, de sorte que 
J'on ait 

1 2 A = A's· A = A's · A A's A A, 
• • 1 1 ' 2 z ' a = s ; , = ~s, 

où les entiers A~, A~, A~ et A~ sont premiers entre eux dans leur en
semble. 

Désignons ensuite par dv d
2

, d
3 

et d
4 

les p. g. c. d . des entiers A~, 
A~, A~ et A~ pris trois à trois, ce qu'on écrira 

(A~/A~JA~)= d4 ; (AUA~JA~)= d3 ; (A~/A~fA~) = d2 ; (A~JA~/A~) = d1, 
où (xfy /z) signifie << le p . g. c. d. des nombres x, y et z pris dans leur 
ensemble». 

On voit que les nombres d1, d2 , d3 et d, sont premiers entre eux 
deux à deux. On peut alors écrire, si l'on désigne par A;, A;, A; et A: 
quatre facteurs appropriés qui dépendent de A

1
, A

2
, A

3 
et A,. mais 

sans facteur carré aucun, 

I. 3. A~= A~d2d3d,; A~ = A;d1dA1 ; A~ = A;d1d2d•; A~ = A:d1d2d3 , 

expressions dans lesquelles les nombres A;, A;, A; et A: sont premiers 
entre eux trois à trois. 

Désjgnons enfin par 01' 02, Os, o~, oG, 06 les pgcd des nombres A;, 
A;, A~ et A: pris deux à deux, ce qu'on écrira 

(A;/A;) = 01 ; 

(A;JA;) = 04 ; 

(A~/A;) = 02 ; 

(A;JA~) = o6 ; 

(11~/11:) = 03 
(A~ /A;) = o~. 
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Les f01·mules précédentes montrent que les nombres o). sont premiers 
entre eux deux à deux. On peut alors écrire 

l 4 A"- a ;: ~ "' · A"- ~ " 'l' A" ... 'l'~ A" "'.,. ~ • • ~ - J v1°z 0a> z- a~ 0 ! 04°si 3=asozo4oc; , = a4o/Js06' 

où les a), désignent quatre nombres appropriés qui dépendent des 
Ai et sont premiers entre eux deux à deux. 

On voit fina lement qu'on peut écrire, en s'appuyant sur les for
mules I. 2, I. 3 et I. 4, 

1. 5. 

A 1 = a 1 o1 o2 o3 d2 d3 d4 s 
A 2 = a~ Ô1 o/i5 d1 d~d4 s 
A 3 = a.

3
o

2
o

4
o

6
d1 d2

d
4
s 

.J14 = a4030G0Cdl d2d3S' 
On ohtient alors 

l. 6. 

A 1 A z = al azozoso.l o. dl dz ; 
A 1 A ,= a 1 a,,o1 o2 o5o6 d

1
d4 ; 

A:A: = a2 a., oJ>s 0,106 d2 d., ; 
A~A2 A 3 = a 1 a2 a/J3 o6 o6 d4s ; 

Al A3 = al a sol o/5,o6dl d3 

AzAs = a.za.sol OzosoGdzds 
A:'A: = aSa40203040Sd3d4 

A 1 A 2 A 4 = a 1 a 2 a 4 o2o4 o~ dJs 

A 1. A a A, = a1 a3 a4 o1 o4 (;5 d2s ; A~A3A 4 = a2 a3 a4 o1 o2 o3 d1s 

AlAzAsA4 = a1aza~a, dtd2d3d •• 

Aucun des produits A';'A'
2

, ••• , A
1 

A 2 A 3 A , ne contient un facteur 
carré. 

JI résulte de ce qui précède que tout nombre w du corps 
K ( JA, VB, {C) peut se mettre sous la forme 

w = C0 + C1 ../A1 + c2 {42 + C3 ..jA3 + C4 ../A, 
+c5 ,IA?f:+c6 ..jA1il~+c7 ..JAA+c8 ~+c9 ../A2A 4+C10 ..jA8A, 
+cu ../A1 A 2 A

3 
+ c

12 
..jA

1
A 2 A 4 + c13 ..jA 1 A 3 A 4 + c14 ,lA 2 A 3 A 4 

+c15 VA 1 A 2 A 3 A4 , 

expression dans laquelle les nombres qui figurent sous les radicaux ont 
les valeurs données par les formules I. 5 et l. 6. 

8. Sous-corps 9.!_!:!ldratiques et sotts-corps du huit.ième d.egré dtt corps 

I~J/X;, VA.v JA
3

, ~) . Le cor~s ]( ( ..jA1 , VA 2, /As, v' A,) ~~~net 
2 - 1 = 15 sous-corps quadrat1ques et 15 sous-corps du huttleme 
degré. 

9. P ermutations du corps J( ({A,_, .[L.Ç, J A
3

, .J AJ. On voit, en 
procédant comme dans le cas du corps du se degré (v. § 4), que le corps 
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]((JAl' Ji1 2 , J.13 • JAJ ad met (t)+(~)+ (j)+(~) = 15 permu-

tations . · 
Nous les désignerons par cp;, cp2 ••••• q:> 15 el nous adjoindrons à ces 

quinze permutations la permutation cp,, qui transforme le corps [(. en 

lui-même. 

10. Conjugués, nonne. Etant donné un nombre w du corps 
J( ( ~, ~. JA

3
, JA.J, on appelle conjugués de (J>. et on représente par 

w<1>, r~>(2>) , • •. , C>><u>, les quinze nombres obtenus en appliquant à w 

successivement les quinze permutations q:>p cp~, .. . , q:> 1 ~ d u corps 

f( ( \/A 1 • VA 2 , {ïÇ, ,{;Ç) · 
Le produit C>>(Ji1>(,><2> • ..•.• r,P5>, du nombre lj) par sc~ quinze conju

gués , est un nombre rationnel dit la norme de lj). Nous la désignerons 

par N ((J>\ . 

Si on applique à tous les nombres du corps K les quinze permuta
tions q:>

1 
cp ~, •. . , o/w on obtient les corps conjugués de ](; nous les 

désignerons par J\.<1>. J(Cz>, •• • , [((ls). Ils sont identiques . Dès lors, le 

corps [( est un corps nor mal du 16e degré. 

11. Corps de degré 2n. En partant de n racines carrées 

J A 1 , V A 2 , ,fiÇ, .. · , ,fT,. 
où les Ai sont n entiers ordinaires, positifs ou négatifs et dont. a ucun 

ne contient un facteur carré, on définit le corps [( ( JA" J,l 2 , • • • , ,1 A,.) 
de degré 2". 

Ce corps admet 2n - 1. sous-corps quadratiques et également 2"- 1 
sous-corps de degré 2"- 1

• 

Le corps J( (y A 
1 
•• •• • VAn) admet 2n permutat ions cp11 , cp, , •• •. 

• - .-,n 
q:>m-1, ou m = "' . 

Si on applique à un nombre 1>> du corps f( ( {41 , •• • • {4.,.) les 
2" -1 permutat ions o/P q:>2, ... , <flm- t• on obtient les conjztgués de w, 
conjugués que nous désignerons par 

c..l1>, c.><2>, • • • , l•>(m-t) , où m -- 2'1• 

Le produit r,HJ)<1>vP> . ... . <,im-1>. du nombre (•> par ses 2"-1 conju
gués, est un nombre ratjonnel dit la norme de (J) . Nous la désignerons 

par N (1>>). _ _ _ 
Si l'on applique à tous les nombres du corps f( (v.4" {4 2 , •• • • J ; l,.) 

les 2"-1 permutations q:>p cp2, • •• . 'fm~l• où m. 2", on obtient les 
corps con.iugués de K; nous les désignerons par 

J\.(1). J\.(2), • • • . J\'(m-1). 
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CHAPITRE II 

Les entiers du corps K (VA. JB, Je). 

1. Forme générale cles entiers._!)ési_gnons par w un nombre supposé 
entier dans le corps [( ( JA. ,lB, VC), et mettons w sous la forme 1. 1. 
Posons, pour simplifier l'écriture, 

I a == apqs · a. == bqrs · a = erps · a = abrp · a.. bcpq ,· 1 . 1. 1 - ' !! - , a - - , ~~ - , 
a(,_ ca.qr; a 7 - abcs. 

Le nombre cd prend la forme 

IL 2. (J) = co+ cl ,r;;; + c2 Jct2 + c3 ,la.+ c4 ,;;;; +cs va. 
+ c6 Ja6 + c1 r;;;. 

Appliquons aux deux membres de l'égalité précédente les sept 
permutations <p

1
, <p

2
, ••• , <p7 ~v. ch. l. 4) ; on obtient les conjugués de 

f.J), savoir: <tP>, w<2>, ••• , wC7> (v. ch. l. 5 ). 
Formons les sept nombres : 

0 1 (ù + (jp> = 2co + 2c2 va~+ 2c3 ~ + 2c. Va;, 
0 2 _ <t> + w<2> = 2c0 + 2ct ,;;; + 2c~ v;:+ 2c6 Ja., 
0 3 - (1) + <t><3> = 2c

0 
+ 2c1 va1 + 2c2 ,laz+ 2c4 ~ 

IL 3. 0 4 (1) +cd<<~>= 2c0 + 2c3 ,;;;_ + 2c4 ,!a1 + 3c7 \~ 
o. w + w<5> = 2cu + 2cl ,r;: + 2c5 ,~a,+ 2c7 v;; 
0 6 . (1) + (t)(G) = 2co + 2c2 va2 + 2cc v;;;.+ 2c7 \~ 
07 w + w<7> = 2co + 2c., ,r;;; + 2c;; va. + 2c6 v-;;, 

Les nombres 0). sont entiers dans les sous-corps du 4c degré dont 
ils font partie. 

_ Dé;ignons par .j; et ..jb deux racines carrées déterm.ina.nt un c~rps 
J( (va, Vb) du 4C degré, ct et b étant deux entiers ordlllalfCS, poslttfs 
ou négatifs, ne contenant aucun facteur carré. 'l'out nornbre 9 du corps 
[( ( {;;: {b) a la forme 

e = x+vVa+zVb+t.r;b, 
où x, y, z et t sont des nombres r ationnels . 

• 

1 
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Posons en core /ë vab et le nombre e s'écrit 

II. 4. e = x+ y Va+ zJb + tVc. 
Or, on sait* que le nombre e (formule II. 4) est entier dans le corps 

K (V;;: Vb) dans les trois cas suivants : 
o:) Si x, y, z et t sont quatre nombres entiers ordinaires. 
{3) Si l'un ou plusieurs des quatre nombres x, y, z et t sont des frac

tions irréductib les de d énominateur 2, les autres étant des 
entiers ordinaires. 

1) Si les quatre nombres x , y , z et t sont des fractions irréductibles 
de dénominateur 4. 

Dans Je cas iJ; l'hypoth èse que le nombre Il. 4 est entier dans Je 
corps ]( (va, ,tb) entraîne les congruences 

a- b = c _ 1 (mod 4). 

Si on applique ce qui précède aux nombres 0), ('formules II. 3), on 
arrive à la conclusion suivante : 

Tout ent ier du corps I<. ({A, V B, {è) peut être m is sous la forme 
suivante: 

11. 5. w = ho+"1".r;;p;;;+~ v bq;;+~ V~+h4 V;;b;p+h, V~+ho v;;;;;;+~t.; V~ 
8 

1° Si les sept produits a.pqs, bqrs, . .. , abcs ne sont pas tous congrus 
à 1 modulo 4, les h)., dans l'expression II. 5, sont des nombres entiers 
ordinaires pairs. (Ils peuvent d'ailleurs, comme cas particuliers, être 
tous divisibles par 4 ou par 8). 

2o Si les sept produits apqs, bqrs, .. . , abcs sont tous congrus à 1 
modulo 4, les h). sont des ent iers de même parité (en particulier , si un 
seul des nombres h). est impair, ils sont tous impairs). 

2. Forme générale des entiers du corps K (vA~' VA2, ••• , {A;). En 
procédant dans ce cas comme au § précédent, on arrive au résultat 
suivant: 

La forme générale des entiers du corps ]( ( VA]l ... ' vA,) de degré 
2n est 

II. 6. 

où l 'on a posé 
a

1
_ A

1
, a2 _ A 2 , ••• , a, _ An, an+t A 1 A 2 , • • • , 

am.-1 A
1 
A ~ . ... An et m 211

• 

Comme pour le corps I<. (vA , 1./B, JC) , deux cas sont à distinguer: 

" Voir Amberg, op. cit., § 2. 
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1° Si les nom bres a). (À= :t, 2, ... , m-1) 11e sont pas tous congrus à 
1 modulo 4, tous les h)., dans l'expression II. 6, sont des nombres 
en tiers ordinaires pairs. 

2° Si, au contraire, les m-1 nombres a.). sont tous congrus à 1 mo
dulo 4, les entiers h). , dans l'expression II. 6, sont de même parité. 

BAsE DES ENTIEns DU conPs ]{ ({A, JB, JC). 
3. Nous devons di stinguer les quatre cas suivants : 

a.) Les trois nombres A, B et C sont congrus à 1 modulo 4. 
b) Deux des trois nombres A, B, C sont congrus à 1 modulo 4. 
c) Un seul des trois nombres A, B, C est congru à 1 modulo 4. 
d) Aucun des trois nombres A, B, C n 'est congru à 1 modulo 4. 

t:t. Cas a. Les trois nombres A , B et C sont congrus à 1 modulo 4. 
Dans ce cas , on a les sept congruences suivantes : 

apqs = bqrs - erps = abrp = bcpq = caqr - abcs = 1 (mod 4). 

On voit facilement, en outre, que ·l'on peut toujours supposer satis
faites les sept autres congruences suivantes : 

ps _ qs _ rs- pq = qr _ rp- pqrs -1 (mod 4). 

Il résulte de ces dernières congruences que l'on a 

ps + rs + rp - 3 = 0 (mod 8). 

Désignons par w un nombre entier du corps [{ ( J A, JB, {ë) . 
Mettons w sous la forme II. 5. 

ho+hl J;pq;+h2 vbi_;;+h3 {~;:;;+h4 /;J;ry+h6 Jï;;pi+h6 J~+h? ~ 
w = 8 

où les h;. sont des entiers de même parité. 
Formons le nombre 

1 + raFis + {bq;:$ + J~ + ,r;;b;p + JIMP9 + v;;;; + ,1-;J;;; 
~ = 8 . 

Le nombre w
1 

est entier dans le corps ]( (y A , v B, {ë). On 1~ voit 
en mettant w

1 
sous la forme 

rs-1 
--4-

1 + J-,;q;q rp - 1 
2 --4-

1 + J;;:p; ps-1 
2 --4-

1+ ~ + ps+ rs+ rp-3 . 
2 8 
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Le nombre w-h,w1 est donc aussi entier dans le corps K. (,!A, {fi, vC) . 
et l'on a 

II. 7. 

Or, on a vu plus haut que les entiers h). sont de même pari té 
(v. ch. IL 1). Les différences h). - h, sont donc divisibles par 2. En 
posant 

pour ). = 0,1, ... , 6, 

l'égalité IL 7 peut s'écrire 

w-h w = h~+h: v;;pq;+h~ vbq;s+h~ v~+tt~ v;;b;:p+h~ {t;q;q+h~ v~. 
7 7 4 

Si l'on pose maintenant 

_ 1 + v;;p;p + v"bcPs + v;;;;;:p _ 1 + ~ + v;;:p; + vbq;q 
w~ = 4 ; w~= 4 ; 

_ 1 + v-;;p; + v;;pq; + v-;;;q;. 
(/)fl ==:; 4 ' 

les trois nombres (JJ4 , w., et <û
6 

sont entiers dans les corps du 4e degré 
dont ils font partie *. 

On forme alors le nombre (JJ- h.w.- h1
6
w.- h~(/) - h1(1)

1
• Ce nombre 

• 1 , v ~ !i 4 ' 

peut s'écrire 

ns _ , _ ,., ,, ,, _Ilo+FI,v;;p;js+H2v-;;q;:;+H3v~ 
• • W 17 W7 L0(1)&- L0W 5- L4(û~-

4 
• 

expression dans laquelle les Ji). sont des entiers ordinait•cs. On dé
montre que les entiers Il

0
, H 1 , 112 et H 3 sont pairs . Si l'on pose a lors 

Ii).= 2H),, pour). = 0, 1, 2, 3, 

le nombre I L 8 s'écrit 

- l - l ' - l' -l' _H~+H:v~+ll~v;;q;:;+H~{;;:p; 
(1) L?(J)1 LsW o Ls(l)5 L,,(J)4 - 2 . 

Posons enfin 

_ 1 +v'~ . 
(1)3 = 2 ' 

les trois nombres (JJ
1

, w
2 

ct w
3 

sont entiers dans les corps quadratiques 
dont ils font partie; par suite ils sont aussi entiers dans le corps 
J( ({A, {ii, {ë). Il en r ésulte que le nombre 

} J I h' l' f'-TI li' f::TI H~-/1~-H~-ll~. II. 9. (1)- l
7
W

7
- L

0
W

6
- 5(JJ5- L4(1)4- 1 aWa- · 2(J)2- -.z 1'~1& = 2 .. 

* Voir Amberg, op. cit., § 2. 
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est aussi entier dans le corps ]( (y A, yB, JC); mais le second membre 
de l'égalité II. 9 est un nombre rationnel, c'est donc un entier ordinaire. 
Si on pose 

2Fi0 J1~-H; -H~-H~ et c.)0 1, 
l'égalité II. 9 devient 

c.>- h7w7 - h~w6 - h~w5 - h~w4 - H~w3- H~w2 -H~w1 - Il 0w0 = 0 
ou, si on modifie les notations, 

II. 10. 

W = hoc.>o + h1c.>1 + h2w2 + h3c.>3 + ·h,w4 + hsw6 + hGwe 
7 

+ h7w7 = ~ h).CJ>). , 
À=O 

expression dans laquelle les h). sont des entiers ordinaires. 
L 'égalité II. 10 montr~ qu~ w0 , Wp •• • , w7 forment une base des 

eutiers du corps K (JA , ,lB, ,le). Nous r~sumons ci-dessous les valeurs 
des nombres c.>:;, : 

1+vapqs 1+v'bqrs 1+vcrps 
Cd,1 = 1 j Cd1 = ? i W 2 = ? i W 3 = '). ; 

.;.; ... ... 
_l + ,faPis+ ~+ r;r;;p 1 + Vbiis+ ,r;;:ps+ ~ 

''1·1 = 4 ; W ; = 4 ; 
1 I. 11. 

:t + v;;;;; + ,1-;;pq; + J~; 
( ,)6 = 4 ; 

1+ J;pq;+ ~+v~+ v~+ ,fbcPi+ v~+ v;;,;; 
(J)7 = 8 . 

5. Cas b (v . § 3). Deux des trois nombres A , B , C, par e,xemple A et 
B, sont congrus à 1 modulo 4. Il faut dist inguer deux sous-cas, sUI

vant que C est congru ü 2 ou à 3 mod ulo 4. 

1~' sous-cas. C est congru à 2 modulo 4. 
S:i on met A, B et C sous la forme 

A = apqs , B = bqrs, 
apqs = bqrs- 1 (mod 4) et 

On obtient, tous calculs faits, 

C =erps, on a 
erps= 2 (mod 4). 

I I. 12. ~ apqs _ bqrs _ abrp = 1 (mod 4), 
( erps - bcpq = caqr _ abcs = 2 ( » ). 

2~ sous-cas. C est congru à 3 modulo 4. 
On obtient, dans ce cas, 

II. 13. apqs = bqrs = abrp = 1 
erps = bcpq = caqr - abcs = 3 

(mod 4), 
( )) ) . 
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En uti lisant la méthode employée dans le § précédent, on trouve 
pour base des entiers d u corps !( (vA, v B, VC) ' dans le cas des for
mules II. 12 et IL 13, les nombres suivants : 

1 +vapqs 1 +Vbqrs 
'»o = 1 ; ''ll = 2 ; (J}z = 2 ; ''>3 = V erps ; 

II. 14. 
1 + ~ + v;;:r;is + v-;;q;. 

Wo = 2 ; 

_ 1+ v;;r;;ïs+ vy;q;;+ v;:;s+ v-;;x;p+ v~+ r;;;q,.+ v~ 
w7- 4 . 

6. Cas c (v. § 3). Un seul des trois nombres A, B , C est congru à 

1 modulo 4. 
Supposons que l 'on ait A= 1 (mod 4) . 
n faut alors distinguer les sous-cas su ivants : 

1o B =C=2 (mod4), 
2o B = 2 ; C _ 3 ( >> ), 

3° B - C = 3 ( >> ) . 

Jtr sous-cas : A= 1 ; B = C = 2 (mod 4). 
On peut donc écrire 

apqs = 1 (mod 4) ; bqrs- erps = 2 (mod 4). 
Si on forme les produits AB, BC, CA et ABC, on constate qu' il y 

a deux possibilités, savoir : 

] re possibilité : 

\ apqs- bcpq- abcs = 1 (mod 4), 
II. 15. ( bqrs = erps= abrp = caqr = 2 (mod 4). 

2e possibilité : 

apqs- 1 (mod 4), 
I I. 16. bcpq _abcs= 3 ( » ) , 

bqrs = erps= abrp = caqr = 2 ( >> ) . 

2e sous-cas: A= 1; B = 2; C = 3 ( mod 4) . 
On obtient d ans ce cas 

II. 17. 

apqs _ 1 (mod 4), 

bqrs = abrp _ bcpq = abcs = 2 ( >> ), 

erps= caqr = 3 ( » ). 
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Je sous-cas: A= 1; B _ C _ 3 (mod 4). 

On obtient dans ce cas 

Il. 18. apqs= bcpq = a.bcs = l (mod 4), 
bqrs- erps- abrp _ caqr = 3 ( » ). 

Les formules II. 15 et Il. 18 ne diffèrent pas essentiellement des 
résultats obtenus dans le cas b (formules I l. 12 et II. 13). En effet. 
dans les quatre résultats résumés par les formules II. 1.2-13-'15-18, 
trois produits, déterminant un sous-corps du 4e degré, sont congrus à 
1 modulo 4. Si on répète les calculs qui ont permis d 'obtenir une base 
des entiers du corps J( dans le cas b, on obtient, dans le cas 
des formules I L 15 et II. 18, des résultats analogues à ceux des for
mules II. 14. 

Par contre, dans le cas des formules II. 16 et II. 17, un seul des 
nombres de la suite apqs, bqrs, . . . , abcs est congru à 1 modulo 4. 
Nous allons rechercher une base des entiers du corps ]( ( J A , {B, .jë) 
dans ce dernier cas . 

7. Base des entiers du corps K (-/A, V B, {ë) quand un seul nombre 
de la suite apqs, bqrs, ... , abcs est congru à 1 modulo 4. 

Prenons comme point de départ les formules I I. 17 • . 
Désignons de nouveau par w un nombre supposé entier dans le corps 

f( ({X, J B, Jë) , et mettons w sous la forme suivante (v. ch. IL 1) : 

II. 19. 

Le nombre 

- vbiJs + v;;s;p + JbcPq +v~ 
w7=: 4 

est un nombre entier dans le corps [( ( JA, ff, JC). On le voit tm
médiatement en mettant w

7 
sous la forme suivante : 

(JJ. = 1+ ~ . v-;;;;;;+ ..,Jbq;q - qs - i vabrp- pq -i J abcs. 
. 2 2 4 4 

En conduisant alors le calcul comme au § 4 de ce chapitre,~n ~_?it 
que les nombres suivants forment une base du corps J( ({A, V B, JC). 

* Les [ormulcs II. 16 donneraient une base a nalogue. 
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c.>o = 1; 

1 + ,tc;pq;. 
w) = 2 

II. 20. 

{;b;p + Jbcj;q 
(,)~ = 2 ; 

8. Cas d (v. § 3). Aucun des trois nombres A, B, C n'est congru à 
1 modulo 4. 

L'examen de ce dernier cas n'apporte aucune possibilité nouvelle. 

9. En résumé, si tous les nombres de la suite 

II. 21. apqs, bqrs, ... , abcs 

sont congrus à 1 modulo 4, la base des entiers du corps J( ( JA, {ii, yC) 
est donnée par les formules I I. 11. 

Si t r ois nombres de la suite II. 21. sont congrus à 1 modulo 4, la 
bnse des entiers est donnée par les formules II. 14. 

Enfin, si un seul des nom bres de la suite I l. 21. est congru à 1 modulo 
4, la base des entiers est donnée par les formules II. 20. 

10. Remarque sur les dé~minateurs des <C entiet·s ». On sait que dans 
le corps quadratique J( (vA) les «entiers» ont pour dénominateur 1 

1 _,- h +h VA. 
ou 2. lls ont en effet l 'une des formes L0 + h 1 v A ou 0 

2
1 

, où 
h et h sont des nombres entiers ordinaires . 

0 1 

M. Amberg a montré que dans le corps du 4e degré 1<. (y A, JB) les 
dénornjnateurs des <c entiers » peuvent êtœ 1, 2 ou 4. 

L'étude qui précède prouve que dans le corps du se degré 
K (vA, JB, {C) les dénominateurs des « entiers » peuvent être l 'un 
des nombres 1, 2, 4 ou 8. 

Enfin, la formule II. 6montre que dans le_corps K (A1,VA 2 , •• • , vAn), 
de degré 2n, les dénominateurs des « ent1ers >> peuvent prendre }'une 

2 23 2n des valeurs 1, 2, 2 , • ... , . 



CHAPITRE Il 1 

Le discriminant et la forme fondamentale du corps 
K (/X;, ... , ,tA,;) . 

1. Désignons par w0, (J)I' ••• , Wm-1 , où m = 2n, une base des entiers 
du corps ]( ( VA

1
, .•. , ~). On appelle discriminant de ce corps, et 

l'on représente par D, l'e:li.'"Pression 

Ill. 1. 

(1)1 ' 

(1)(1) 
1 ' 

w<z) 
l ' 

• • • , Wm- 1 

••• ' (1)~~1 
. .. , w~;,~l 

....... ... ... ... .... ... ..... 
w<m-1) w~m-1) w~m-1) 

0 , l ' 2 ' 

2 

dans laquelle wj_>, wc;>, 0 •••• ' wr- l) sont les conjugués de w). 

(1,= 0,1, ... , m-1). Le discriminant D est un nombre entier ordi

naire* . 

2. Pour calculer Je discriminant D du corps 1( (y A 1, ••• , {A;.) , 
nous ut iliserons la propriété connue suivante : 

Soient deux systèmes de r nombres, t ous t irés d'un même corps 
algébrique, 

l'-1> fl·2> • • • ' fl-r 

v1, 112, • •• , llr 

• Voir par e:x~mple, D. Hilbert, ch. IV. 
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liés entre eux par le système suivant de r équations : 

P·t = cl,l lit + Ct,2 llz + ... + Ct ,r llr 

III. 2. fJ·2 = c2,1 lll + c2,2 l/2 + ... + c2,r llr 

(J.r = Cr,t lit + Cr,2 Y2 + • • • + Cr,r v,. 

Si l 'on désigne a lors par DP. le discriminant relatif aux IJ. et par D.J 
le discriminant relatif aux v, on a la relation suivante: 

Ill. 3. Du. = !12 
• D"' , 

1 

tl étant le déterminant des c,.,1• 

c ALCUL D U DISCR lM!:-IANT D U CORPS K(vA, vs, vë) . 
3. Nous distinguerons t rois cas correspondant aux trois bases de:; 

entiers du cor ps (v. formules II. H, II . 14 et I L 20). 

Jer cas. La base des entiers dtt corps J( (v/Cff, vë) est donnée par 
les formules Il. 11. 

Posons 

II I. 4. vo 1; ~~~ vapqs; v.= vbqrs; v3 = vcrps; v,
1 

Jabrp; 

l/0 - Vbcpq j Vu- Jcaqr i Y; - vabcs. 

Posons encore, en vertu des formules II. 11. : 

lii. 5. 1 +-v 4 4 

1 1 1 1. 
f'·u - 4 !lo + 4 v2 + 4 113 + 4 vu 

1 1 1 1. 
l'·a 4 llo + 4 lit + 4 lia + 4 li• 

1 1 1 1 1 1 1 1 
/1.7 8 llo + 8 :;1 + S v2 + Sv~ + 8 114 + 8 lis + 8 v6 + S JJ7 
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Si l'on forme le discriminant D relatif aux ( • fo 1 III A t 
11 

< • :~). ' • rmu es . J . e 
III. 4), on obtient 

III. 6. D._ = 168 (abcpqrs)'. 

D'autre part, le déterminant ~ des coefficients des :~), • dans les 
égalités III. 5, a pour valeur 

III. 7. a'où 

La form.ule III. 3 donne, si l 'on tient compte des formules III. 6 
et Ill. 7, 

III. 8. D = D
1
J. = (abcpqrs)4

• 

2e cas. La base des entiers du corps K (,lA, {ii, vC) est donnée par 
les formules Il. 14. 

Par un calcul analogue à celui que nous venons de faire, on obtient 
dans ce cas, pour le discriminant D du corps ]( (/A, JB, ,!C) , 

IlL 9. 

Je cas. La base des entiers dtt corps K (vA, v B , ..jC) est donnée par 

les formu,les 11. 20. 
On obtient dans ce cas, par un calcul analogue, pour le discriminant 

D du corps ]( ({A, V B, ,fë), 

IlL 10. 

4. Relation entre le discriminant dLt corps J( (vA, ,f B, vC) et les 
discriminants des sous-corps quadratiques" . 

On sait * .. que le discriminant du corps quadratique K ( {;) es t 
D = m quand m = 1 (mod 4) et D = 4m quand m.* 1 (mod 4). 
Appliquons cela dans les trois cas du § précédent. 

Jer cas. La base des entiers du corps K (vA., ..jB, ,fë) est donnée par 

les formules 11. 11. 
On a vu (v. ch. II, 4) que, dans ce cas, les sept nombres de la su ite 

lii. 11. apqs, bqrs, erps, abrp, bcpq, caqr, abcs 

sont tous congrus à 1 modulo 4. n l'ésulte de là que les discriminants 

• Le corps K (VA, y' B, y'c) sera désigné, dans la suite de ce chapitre, par K. 
•• Voir Sommer, « lntroducLion à la théorie des nomhres algébriques», P· 24c. 
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des sept sous-corps quadratiques J((.japqs), l((.jbqrs), ... , K(.jabcs) 
ont respectivement pour valeur 

D
1 

= apqs, D
2 

= bqrs, . .. , D, = abcs. 

Le produit des sept discriminants D1 , D 2 , ••• , D, est donc 

D
1 
D

2 
• ••. ·D1 = (abcpqrs)4

• 

En vertu de la formule III. 8 , qui donne le discriminant D du corps 
J( ({A, .jE, ,fë), on peut écrire 

D = D 1 D2 • • • • ·D1 • 

2e cas. La base des entiers dn corps K ( .J A, {B, VC) est donnée par 

les formules II. 14. 
On a vu au ch. II. 5 que trois nombres de la s uite III. 11 sont con

grus à 1 modulo 4. Nous supposerons que l'on a 

apqs = bqrs = abrp = 1 (mod 4). 

Les trois discriminants des corps quadratiq,ues ]( ( Japqs), ]( ( Jbqrs) 
et K ( ,labrp) étant désignés respectivement par D1 , D2 et D

3
, on peut 

écrire 
D

1 
= apqs; D2 = bqrs; D3 = abrp. 

Les discriminants des quatre autres sous-corps quadratiques étant 
désignés par D4 , D .. , D6 et D 7, on a 

D~ = 4crps; D
5 

= 4bcpq; D 6 = 4caqr; D 7 = 4abcs. 

On déduit de là 
D

1 
D

2 
• • •• -D

1 
= 162 (abcpqrs) 4

• 

On a, par suite, en vertu de la formule fiL 9, 

D = DlDZ . ... . ])1. 

Je cas. La base des entiers elu corps [( ( .J A, V B, .je) est donnée par 

les formules II. 20. 
Un seul des nombres de la suite III. 11. est congru à 1 modulo 4. 

Nous supposerons, pour fixer les idées, que apqs = 1 (mod 4). Si D 
désigne le discriminant du sous-corps quadratique K ( Japqs), on ; 
D1 = apqs. 

Les six autres discriminants des sous-corps quadratiques étant dé
signés par D

2
, ••• , D, on peut écrire 

])
2 
= 4bqrs; D

3 
= 4crps; D 4 = 4abrp; D 5 = 4bcpq; 

D
6 

= 4 caqr; D 1 = 4 abcs. 
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On a, par suite, 

D1 D 2 • ••• • D7 = 163 (abcpqrs)<l 

et, en verlu de la for mule II I. 10, 

D=D1 D2 · D7 • 

On peut donc énoncer le 

TuÉonbJE. Le discriminant D du corps K ({A, VB, vC) est égal 
au produit des discriminants des sept sous-corps quadratiques. 

LA Fom.m Foi'\DAMEi'\TALE nu co11Ps K(VA
1

, V7Ç, ... , vAn). 

5. Désignons par w0.~, ... , Wm-t , où m _ 2n, une base des entie1·s du 
corps J( (JAl' .... ,IA,1) de degré 211

• 

Soient, d'autre part , m quantités n0 , u, ... , um-l que nous laisse
rons indéterminées. 

Posons 

III. 12. ~ _ u>0rt0 + W 1 ll1 + u>2 11.2 + · ·. +wm-1 H.m-1· 

La forme Ç est dite la forme fondamentale du corps K ( ,1 A 1, • • • , ,tA;.). 
Soient ~<1>, ~<2>, •. . , ç<m-1> les conjugués de Ç (v. ch. l. 5) ; la forme 
fondamenta le satisfait à l'équation suivante, de degré m en x : 

III. 13. 

Cette équation est dite l'équation fondamentale du corps 

K (vA~, . . . , JA~~). 
La norme d'un nombre du corps [( ({X;, ... , VAn) (v. ch. I. 5 et 
11.) étant le produit de ce nombre par ses m-'1 conjugués, on peut 
écrire l 'éq uation fondamentale II I. 1.3 comme sui.t: 

II I. 14. N (x-Ç) = 0, 

où N désigne la nonne et où x est dit la varia.ble de l'équation. Le 
nombre 1 faisant partie du corps [( (Vi(, ... , ,1 An), on peut écrire 

d'où 

(x- Ç) = ( a
0
x- u

0
) wu + ( a

1
x - uJ (J> 1 + ... + (Gm-t X- ll-m- t) Cùrn-t 

P osons encore 

m-t 

= ~ ( a).x - U))u>).· 

).=o 

aÀx - ltJ. = Y). pour ).= 0, 1, 2, . . . , m.- 1. 
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L'équation fondamenta le III. 14 s'écrit alors 

N (110 CJJ0 + '-'J',)1 + ... + CJJ1m-l CJlm-1 ) = Û 

ou 

N (vu+ v. v'~+ vz ,1.~ + ... 
. .. + Vm- 1\IA 1 A 2 • •• • A,.)= 0, 

III.15. 

expr ession dans laquelle les V). sont des fonctions linéaires des Il),· 

6. Application au corps J( v' A, .fi3: JC). L'équation fondamcnLale 
III. 15 prend la forme 

ou 

HI. 16. 

lV (Vu+ V, y A+ V 2 v'B + V 3 JC + V4 v'AH + Vsv'Bë 

+ Tl6 \/C.!l + ll7 v'ABC) = 0, 

N (V0 + V1 ,lapqs+V2 Jbqr.~+ 113 \lcrps+ V4 v'abrp 

+ V~fbcPq + V ,.v'ccuJI· + V,v'abcs) = O. 



l 
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CHAPITRE IV 

D écomposition des nombres rationnels en facteurs idéaux. 

1. Envisageons un nombre premier rationnel 1r. 
P our décomposer l 'idé~l principal rationnel (1r") en facteurs idéaux 

du corps J( (y A , .[ii, yC) *, nous ferons usage des deux théorèmes 
connus suivants * * : 

1. Soit .p un idéal premier diviseur de (rr) et de degré f; on peut tou
jours construire Une fonction fl ( Xi U1, U2, • •• , Un) de degré j en X 1 irré
ductible suiYant 1r et qui, lorsqu'on y remplace x par la forme fondamen
tale~ (v . ch. Ill), a les propriétés suivantes: les coefficient.s des puissances 
et des produits des ul' tt2 , • •• , Un dans cette fonction sont tou.s diYisibles 
par .p et ne le sont pas par lJ2

; en outre ils ne sont pas tous diYisibles 
par un idéal premier différent de .p et diYiseur de ( rr) . 

II. Si (rr), décontposé en facteurs premiers idéaux, donne 

(rr) = lJe lJ'c' . .. . 

on a, pour le premier membre de l'équation fondamentale, 

N=nen'~' .... (mod 1r) 

où TI, TI ', . . . représentent certaines fonctions, irréductibles sui11ant 1r, 
de x; u1, u 2, • • • , ttn; de plus on peut poser 

N = neiJ'é . ... + 1rG 

où G est une fonction entière à coefficients entiers, fonction contenant les 
variables x; ul' u

2
, •• • , u,, et qui n'est diC~isible. suivant 1r par aucune 

des fonctions irréductibles II, Il', . .. 

2. Application au corps K ( .JA: yB, VC) . Nous distinguerons les 
deux cas suivants : 

J er cas. 1r est un nol'nbre premier impair. 
2e cas . 1r est égal à 2. 

• Dans tout ce chapitr e, J( désignera t ou jours le corps K (V A, V B, V C.) 
._ Voir D. Hilbert, op. cit., ch. IV. 
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C AS où 'ï. EST Ut'\ 1\:0:\lDRE PR E)llEII DlP .\IR. 

3. Il faut distinguer deux sous-cas : 
Sous-cas cr:. Aucun d es nombres a, b, c, p, q, r, s n'cs l divisible par 

1. (v . ch. I, 1). 
Sous-cas (3. L 'un des nombres de la sui te a, b, c, p, q, r , s est divi

sible p a t· 1r * . 

4. Sous-cas cr:. Aucun des nombres a, b, C.J!_, q, 1·, s !!:.'est divisibLe parr.. 
L'équation fondamentale du corps ]( (V lt. {i3. ..je ) es t la suivante 
(v. formule III. 1.6) 

IV.1. 
jV (lio +VI ..japqs + "~ .jbqrs + v 3 ../crp!i + \14 .jabrp 

+ li5 ,lbcpq + vo vcaqr + v, v abcs) = 0 

d ans laquelle les v,. ont les va leurs indiquées nu chap. III, et ott N 
d ésigne la norme. Le premier membre de l'égalité IV. t est donc le 
p roduit de huit facteurs se déduisant de V o+ ll1 ../apqs + ... + V

1 
../abcs 

à l'aide des permutations <p0 , <p1, •• ·, cp7 (v ch. l , 4). 
Le dénominateur du premier membre de IV. 1 csl une puissance de 

2. Cela résulte du fait que les enti ers c.>0 , wJI •.. , ''>7 , qui constituent 
la base des entiers du corps K, ont pour dénominateurs des puissances 
de 2 (v. formules II. 11-14-20). Comme, d'autre part, r. est supposé 
impair, on peut, dans la décomposition du premier membre de l'équa
tion fondamentale, faire abstraction de ce dénominateur. 

Nous désignerons le premier membre de l'équation fondamentale IV. i 
par N et nous l 'écrirons sous la forme 

IV.2. N = FF •. ... . F, 

expression dans laquelle on a 

IV. 2a. 
F _ V0 + 111 -/ctpqs + V 2 ..jbqrs + Va -/erps+ V

4 
-/abrp 

+va .jbcpq + vn .jcaqr +v, ,la.bcs 

et où F
1

, .•• , F, se déduisent de F à l'aide des permutations Cf't> •• • ,cp, . 
En ce qui concerne les sept nombres de la suite 

IV. 3. apqs, bqrs, erps, abrp, bcpq, caqr, a.bcs, 

il est facile de se re11dre compte que les deux seules possibilités sut
vantes peuvent se présen ter : 

10 ou bien les sept nombres de la suite IV. 3 sont résidus quadra· 
tiques d e rr : 

• Les nombres a, b, c, p, q, r el s sont _premi~r~ .enlre eux deux ù deux (' ·· ch. l , 1), 
de sorle qu'un seul d'entre eux peut eire chvtsrble par 1r. 
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2° ou bien trois nombres de la suite IV. 3 son t résidus quadratiques 
de r.; en outre, ces trois nombres forment la base de l 'un des 
sous-corps du 4e degré (v. ch. I, 6). 

1'\ous a llons ét udier séparément ces deux possibilités. 

5. - 1° L es sept nombres de la suite IV. 3 sont résidus quadratiqttes 
de n. li existe alors sept nombres p1 , p'!, ... , p1 tels que 

IV. 4. 

apqs-Pi (mod r.); bqrs =e; (mod r.); 

erps =p; (mod rr); 

bcpq - p~ (mod r.); 

abcs=p2 
- 1 

abrp=p! (mod n); 

caqr =p; (mod r.); 

(mod n). 

L 'égulité IV. 2a peut alors s'écrire, modulo rr, 

IV. 5. F = V 0 + V1p1 + V2p~+ V a;a3 + V4p,~ +lisp~+ V 0p0+ lf7p7 (mod rr). 

Par l'emploi des permutations cp1, • • • , cp7 , on obtient les aut-res fac
teut·s F

1
, ••• , F

1 
de l'égalité IV. 2. Il résulte a lors des théorèmes rap

pelés en t êt e de ce chapitre que l 'idéal {rr) se décompose, dans ce cas, 
en un produit de huit facteurs idéaux premiers , et l'on a 

IV. 6. {1r) = tJtJ1 • •• lJ7 • (idéaux du 1er degré). 

On peut poser en outre 
p == id Jr.-, FI 

où Fa la valeur IV. 5 et l 'on a, en outre, 

tl).= id ln, F).l pour ). = 1, 2, .. . , 7. 

Si on désigne par D
1

, D
2

, ••• , D7 les discriminall ts des sept sous· 

corps quadratiques de f( (v 11, {8, vc)' il r ésulte des hypothèses 
fai les sur les nombres apqs, ... , abcs que les sept discriminants D). 

sont résidus quadratiques de rr. Désignons par (;) le symbole de Le

gendre, où x désigne un entier ordinaire. Ce symbole est, par définition, 
égal à + 1 quand x est résidu quadratique de rr, égal à - 1 quand x 
est non résidu et, enfin, égal à zéro quand x est di,;sible par rr. 

La formule IV. 6 correspond au cas 

(~·)= (~z) = ... = (~7) = +1. 
2° Trois des nombres de la suite IV. 3 sont résidus quadratiqttes 

de rr. Nous savons que les trois nombres de la suite IV. 3 qui sont 
résidus quadratiques de 1r déterminent un des sous-corps du 4e degré. 

3 
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Supposons qu'il s'agisse du sous-corps /( 1 ( Vbqrs, v erps, Vbcpq) 
(v. ch. I. 6). Il existe donc trois nombres entiers ordinaires p1 , p2 et 
Pa tels que les congruences su ivan tes sont satisfaites : 

IV. 7. bqrs = PÎ (mod 1.); erps _ p~ (mod r:); bcpq - p; (mod 1.). 

Reprenons le p r emier membre de l'équation fondamentale sous la 
forme IV. 2. 

TV. 8. 

F
1 

se déduisant de F à l'aide de la permutation cp1, le produit FF
1 

fait partie du sous-corps }(
1 

(v. ch. I. 6), on peut donc écrire 

IV. 9. FFI = Ao +A l Vbqrs +A~ v erps+ A3 Vbcpq 

expression dans laquelle les A). sont des fonctions des quanti tés 1~ qm 
figurent dans l'expression IV. 5. 

Posons 
FF, - F' . 

Les produits des six facteurs F 2 , ••• , F 1 de l'égaljté IV. 8, pris deux 
à deux de façon convenable, donnent les conjugués de F' dans Je sous
corps K1• Désignous ces conjugués par FL F~ et F~. L'éga lité IV. 8 
devient 

IV.10. N = F' F~ F~ F~ · 

Dans cette dernière égalité, F' a la valeur IV. 9 et peut s'écrire 
modulo 1r en vertu des congruences IV. 7, 

F' =Al)+ A 1p1 +A 7p~ + A 3p3 (mod 1r). 

D résulte aJors de l'égalité IV. tO et des théorèmes rappelés au début 
de ce chapitre que l'on a 

IV. 11 

où 

(1r) = VV1P2 \:>3 (idéaux du 2e degré) 

p = id )1r, F'j 

et où p
1

, p2 e1 p 3 se déduisent de P à l'aide des permutations <j>>. · 

Si alors D
1

, D 2 et D 3 désignent respectivement les discriminants des 
trois sous corps quadratiques I<( Vbqrs), K( v erps) et }\' ( Vbcpq) , et 
D D D et D les discriminants des quatre autres sous-corps qua-

4 ' !ï' 0 1 

dratiques , on a 

(~') = (~~) = (~3)= +1 

(~~) = (~~) = (~u) = (~7) = - 1. 
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6. Sous-cas (j (v . § 3). Un et tm seul des nombres de la suite a, b, c, 
p , q, r, s est divisible par n. 

Supposons que l'on ait a- o (mod r.). On en déduit 
apqs = abrp = eaqr= abes _ o (mod ï. ) mais 

bqrs =/= o, erps =/= o, bcpq =f= o (mod ï. ). 

Si l'on forme les huit facteurs F, F
1

, ••• 1 F
7 

du premier membre 
de l'équat ion fondamentale (formule IV. 2), on voit que ces huit fac
teurs sont égaux deux à deux modulo ï., et 011 peut écrire 

lV. 1.2. 

1° Si les trois norùhres bqrs, erps et bcpq sont tous les trois résidus 
quadra~iques de ï., il ~xiste trois nombres Pt= e~ et p3 tels que 

bqrs =fi (mod r. ) ; erps_ p; (mod ï. ) ; bcpq _ f; (mod r.). 

Le facteur F s'écrit alors, mod 1r (v. formule IV, 2a.), 

fV.13. 

el les facteuTS F2, F 3 et F5 se déduisent de F à l'aide des permutations <p) .• 
E)l vertu des théorèmes rappelés au début de ce chapitre et de l'éga

li lé l V. 12, l'idéal (n) se décompose comme suit : 

IV. 1/1• (n) = \J2 lJ; \.>; \.>; (idéaux du 1er degré) 

où lJ = id jn, F!, F ayani la valeur IV. 13. 
Si DJ, D

2 
et D

3 
désignent les discriminants des trois sous-corps qua

dratiques /( ( ~bqrs) , J( (~erps) et J( ( ~bcpq) on a, dan~ ce cas, 

(~ ) = (~2) = (~3) = +1 

(~··)=(~~)=(~·)=(~?)=o. 
2o Si, au contraire, 1111 seul des trois nombres bqrs, erps et bcpq, par 

exemple erps, est résidu quadratique de r. , le premier 'membre de 
l'équation fondamenta le IV. 2 peut s'écrire 

lV.15. N=(A
0
+A

1
p)z(A 0 - A 1p)2 (mod ;r) 

où l'on a posé 

et où p satisfait à la congruence erps= p2 (mod r.). 
La formule IV. 15 montre que l'idéal (n) se décompose comme S1JÎt : 

IV.16. (n) = [idjn,A
0
+A

1
pj)Z [id jn,A0 -A 1p!]2 (idéauxdu2edegré). 
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( Drr·)·) En outre, dans ce cas, quatre symboles sont nuls, deux son t 

égaux à -1 et un seul symbole est égal à +1. 

7. DÉCOMPOSITION o'uN NOMBRE PREMIER IMPAIR 1l' DANS LE CORPS 

K(VA 1 , VA2 , ·.·,VAn)-
Les nombres A 1 , A~, ... , An, A 1A 2, • • • , A 1A 2A 3 , •• • , A 1l l 2 • • An 

peuvent se mettre sous la forme 

IV. 17. 
al. d~2) d~2l .... d~3) d~a> .... di4) d~···· d~n-2)d~n-2l .... d;n-1) d;n-t> .... s, 

expression dans laquelle les nombres a).• d~l et s sont premiers entl'e 
eux deux à deux. Il y a donc deux cas possibles, suivant qu'aucun 
des nombres a),, d<2, s n'est divisible par rr ou que, au contraire, un 
et un seul de ces nombres est divisible par rr. 

8. Jer cas. Aucun des nombres a),, cl~ >, s n'est divisible par n-. 

THÉORÈliE. - Etant donné le corps f( {{A~, .fïi":, . .. , VAn) tel que 
les 211- 1 nombtes 

IV. 18. Al' Aw .. , An, A1A~, .. . , A 1A 2 A3 , ••• , A 1A 2 ••• A" 

ont la forme IV. 17, les deux possibilités suipantes petwent seules se 
présenter: 

Jre possibilité. Les 2"- 1 nombres de la suite IV. 18 sont résiclus qua
dratiques de rr. 

2e possibilité. 211- 1- 1 nomb1·es de la suite IV. 18 sont résidus quadra
tidiques de rr et 2"-1 nombres de la même suite sont non 1-ésidus. 

Esquisse de la démonstration. Il est tout d'abord évident qu'au lieu 
de raisonner sur le nombre A 1 A2 · · · A& (1~ s~ n), on peut ra i
sonner sur le nombre A 1 A 2 • • · · A&, puisque ces deux nombres sont 
les mêmes à un facteur carré près. 

1 o Si les n nombres A
1

, • •• , An sont tous résidus quadratiques de 
rr, les 2n- 1 nombres de la suite IV. 18 sont évidemment tous résidus 

quadratiques de T:. 

20 Si un et un seul des nombres A 1 , ···, An, par exemple A est 
" non-résidu quadratique de rr, on peut dénombrer comme suit le nombre 

des non-résidus de la suite IV. 18 : 
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Parmi les nombres A,, j} y a 

il y a 

1 non-résidu, 

)) )) )) n- 1 -- (n -1 1) , 'd non-res1 us, 

)) )) 1) il y a 
2 

non-res1 us , 

et ainsi de suite. 
( n-1) , 'd 

Le total des non -résidus de la suite IV. t8 est alors 

1 + (n- 1) (n- 1) . ')n-l 
1 + 2 +· ··+1 = ... . 

3° Si deux des nombres A 11 A 2 , ••• , A, sont non-résidus quadra
tiques de rr, i l y a : 

parmi les nombres A,, 2 non-résidus, 
)) )) )) A , A&, 2(n- 2) )) 'f) 

)) )) )) A,A4 A 1 , (n- 2)(n - 3) )) )) 

etc .. . 

On trouve, pour Je nombre total des non-résidus de la suite IV. 18, 

2 + 2(n-2) + (n-2)(n- 3) + (n- 2)(n- 3)(n-4) 
3 

+ 
(n - 2) (n - 3) (n. - 4) (n - 5) + (n -2)(n-3) . . . (n-k) 

3 4 
. . . + ----,3..;..._.:,-----=-=----=,...,..-___:. 

. . 4 . .. (k - 1) 

(n-2)(n-3) . . . 3 .2.1 _ 
2
n-l + ... + 3 {, ( - 2) -• i • •• n 

La démonstration se fait de la même manière lorsque 3, 4, ... , n 
nombres de la suite Ap A~, .. . , An sont non résidus quadratiques de 
rr. Il y a donc 2n- 1 -1 résidus. 

Dans la première possibilité, c'est-à-dire quand les 2n - 1 nombres 
de la suite IV .18 sont résidus quadratiques de 'Ir, l'idéal (rr) admet, dans 

le corps K ( JA
1

, ••• , JA,), la décomposition suivante: 

(1r) = tJ l\ \:>~ • • • .Pm-1 où 

les idéaux lJ). étant des idéaux du 1er degré. 
Si on désigne )Jar D). (), = 1, 2, ... , m - 1) les discriminants des 

2n - 1 = m - 1 sous-corps quadrat iques, on a, dans ce cas, 

(~~)=(~2) = (~s) = ... = (D:-1) =+1. 
Dans la deuxième p ossibilité, soit lorsque 2"- 1- 1 nombres de la 
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suite IV .18 sont résidus quadratiques de rr, l'idéa l (rr) sc décompose 
comme suit: 

les idéaux 1:>). étant, cette fois, du second degré. 

En outre, 2~~- 1 -1 symboles(~>) sont égaux: à + 1 et 2n-l syn•

boles sont égaux à - 1. 

9. 2e cAs. Un et un seul des nombres a).· dr>, s est divisible par r:. 

Dans ce cas, 2n-x symboles ( ~>) sont nuls. 

1° Si alors les 2"-1 - 1symboles (~>-) qui sont ~0 sont égaux à 

+ 1, l'idéal (rr) se décompose comme suit : 

(rr) = P2 Pi · · · IJ;,, 
;--t 

où m _ 2" et où 1es 1:>/. sont des idéaux du premier degré. 

2° Si, 2n-1 symboles ( ~)-) étant nuls , 2"- 2- 1 symboles sont égaux 

à +1 et 2"-2 symboles sont égaux à -1, la décomposition de l'idéal 
(rr) est la suivante : 

où p, -\)
1

, • • • sont des idéaux du second degré. 
Il n'y a pas d'autre possibilité. 

10. CAS DE rr = 2. 

Nous nous bornerons au cas du corps K ({A, V B, vC) que nous dési
gnerons par K. ll y a lieu de distinguer trois cas suivant la forme de la 
base des entiers du corps K. (Voir ch. II, formules II.11, II. 14 et IL 20). 

1er CAS. La base des entiers est donnée par les formules Il. 11. 
Dans ce cas, les sept nombres de la suite 

IV. 19. apqs, bqrs, erps, abrp, bcpq, caqr, abcs 

sont congrus à 1 modulo 4. 
Le dénominateur commun des nombres <JJo, (J)., • • • • (J)' qui forment la 

base des entiers du corps K (formules II .11) est 23 = 8. Le dénomina
teur du premier membre N de l'équation fondamentale (v. ch. III. 5 et 6) 
est 224. Si nous multiplions par 224 les deux membres de l'équation 
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fondamentale lV = 0 (v. formules IV .2 et IV . 2a), nous devrons opérer 
la décomposition de N modulo 2~5• 

Il n'y a alors que deux cas possibles : 
~l o L es sept prodzâts 1 V .19 sont rész:dus quadratiques de 22s. 
2o Trois swlement des produit,s IV .19 sont résidus quadratiques de 2~•. 
1 o Dans ce cas, il existe sept nombres Pr .. . , p

7 
tels que les con-

arucnces suivantes sont satisfaites : 
b 

IV. 20. apqs=pi (mod 225
) ; bqrs=p~ (mod 22'); .... . . ; 

abcs = o2 (mod 2Z5) -,, . 
Le premier membre de l'équation fondamenta le (formule IV. 2) peut 

s'écrire, modulo 2, 

l'accent rappelant qûe l'on a multiplié par 2~4 • On a (v. formule IV. 2a) 

F' = V~+ V~ ..japqs +V~ ..jbqrs + .... +V~ yabcs, 

F' F1' se déduisant de F' à l'aide des permutations m 
l l ' • ' l Tl' ••• , <p7. 

L' idéal (2) se décompose comme suit, dans ce cas : 

(2) = pl\ ... !J7 (idéaux du 1er degré) 

où l'on a p=idi2,F'j. 

Désignons par C~') le symbole de Legendre généralisé, symbole 

défini comme suit : 

( ~)) = + 1 quand D), = 1 (mod 8) 

(~') = - 1 q uand DÀ=-1ou-+-3(mod 8) 

(~'A) = o quand D,._o ou =-+-3 ou =4 (mod8). 

On voit qu'on a, dans le cas ci-dessus, 

(f~1) = (~2) = (~a)=(l~4) = ... =(';7
) =+1. 

2o Trois symboles sont égaux à + i et les quatre autres sont 
égaux à -1. En effet, les sept produits de la suite IV. 19 étant congrus 
à 1 modulo 4, ces sept produits sont des nombres impairs. 

La décomposition de l 'idéal (2) est alors la suivante: 

(2) = \:JPt\.>2!:>3 
expression dans laquelle \) , · .... Pa (;ont des idéaux du second <legr·é. 
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2e cAs: La base est donnée par les formules 11.14 ou 11.20. Dans ces 
deux cas, quatre nombres dela suite IV. 1.9 sont incongrus à 1 modulo 4. 

Il en résulte que quatre au moins des symboles (~)) sont nuls. 

Les différentes possibilités suivantes peuvent alors se présenter : 

a) Quatre symboles (~À) sont nuls, trois symboles (~)) sont 

égaux à + L 

b) Quatre symboles (~)) sont nuls, un symbole est égal à + 1 
et deux symboles sont égaux à - 1. 

c) Six symboles sont nuls, un symbole est égal à + 1. 

d) Six symboles sont nuls, un symbole est égal à - 1. 

Après discussion de ces possibilités, on peut établir le tableau suivant 
qui résume toute. la discussion précédente : 

11. Soit rr un nombre premier quelconque et soient d'autre part 
D

1
, D

2
, • • • , D

7 
les discriminants des sept sous-corps quadratiques 

du corps K ( ..jA, .jB, Je). L'idéal (r.), dans ce corps K, se décompose 
conformément au tableau ci-après : 

1. Les sept symboles ( D:) sont égnux à + 1. (rr) = p p1 ... p7 (idéaux du 1er degré). 

~ Trois symboles (D>.) sont é<>'aux à + 1 ~ ( . , 
2. rr "' 7r) = PP1P2Pa (1deaux du 2o degré). 

Quatre » " » » » -1 

~ Quatre symboles (D),) sont égaux à 0 ~ 2 •• 3. r. (r.) = P PiP~a (1déaux du 1er degré) . 
. Trois » » D D » + 1 

IV. 21. ~ (D)) Quatre symho.les -;;' sont égaux à 0 

4. Deux » '' » >> » -1 
Un symbole » est égal » + 1 

S.~ Six 

(Un 

symboles (D_!·) sont égaux à 0 ~ ( ) _ 4 4 
" r. - P Pt 

symbole » est égal à + 1 

S. ~ Six symboles ( ~) sont égaux à 0 ~ (rr) = p• 

( Un symbole » est égal à - 1 ~ 
Ce tableau épuise toutes les possibilités. 

(idéaux du 2° degré). 

(idéaux du 1er degré). 

(idéal du 2e degré). 



CHAPITRE V 

Les unités du corps ]( (/X: {B, VC) * . 

1. D ÉFi l' I T I ON. Une unité elu corps [( est un nombre e, entier dans 

le cor ps J(, et dont le réciproque~ est un nombre entier dans le même 
e 

corps. On démontre que la nor me d 'une unité est + 1 ou- 1 et que, 
réciproquement, si la norme d'un entier du corps J( est + 1 ou - 1, 
cet entier est une unité du corps K . 

Le corps des nombres rationn els ne contient que les deux unités 

+ i et - 1. Le corps I<. ( ,1- i ) contient les quatre unités + 1, - 1, 

+ i, - i, où i - ..; - :L 

Le corps J( (V- 3) contient les six unités suivantes : 

+ 1,-1, 
i +v~ 

2 
:1 +..;=a 

2 
1- ..;-=3 1- v -3 

2 - -- -2--

T out corps quadratique imaginaire autre que K (v -1) et l( (V- 3) 
n'a que deux unités + 1 et - 1. 

Dans chaque corps quadratique r éel ]( ( .j;,), avec m.> 0, il y a une 
infinité d'unités différentes de + 1 et parn1i celles-là il y a une unité 
fondamentale t telle que 1 e 1 > ·t et que toute autre unité de ce corps 
puisse être mise sous la forme+ ea, où l'exposant a est un entier ration
nel, positif ou négatif * *. 

P our un corps algébrique de degré quelconque, le nombre des unités 

* Le corps B:( VA, v B, vë) sera désigné, dans ce chapitre, par ](. 
..... Voir Sommer, op. ciL § 22. 
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fondamentales est déterminé par le théorème de Diri chlet sui,:aut , 
théorème dont nous ferons usage dans ce qui suivra • : 

1'HÉonbm DE DI RICHLET. Soit [( un corps de degré rn: si parmi 
les corps conjugués K = K<1>, J(Cz), •• • , K<m> il y a 1'! corps 1·éels et. 

1·~ _ m ;- r1 couples de corps imaginaires coniugwis, le corps J( contient 

un système de r r1 + r2 - 1 unités e1 , ::2, •• • , ::, , dites unités fonda
mentales, telles que toute autre tmité e du corps K puisse se mettre sous 

la forme 

et cela d'une seule manière, les aJ' a2, • • • , a, étant des entiers ordin.tn:n:s 
et p une racine de l'unité contemœ dans K. 

2. On a, pour le corps K ({A;, . . . . J A,.) de degré 2", le t héorèwe 
s uivant: 

THÉORÈlllE.- Le corps K (vA.v .... ,lAn) , de degré2", contient 
2,._1 - 1 u.nités fondamentales si l'un a.u mo in.<> des radicaux J A). est 

imaginaire, et 2" - 1 unités fondamentales si les n radicaux J A). sont 
tous réels. 

Ce théorème résulte immédiatement du théorème de D.irichlet .. 

3. ConoLLAUIE. Le corps K (,!A, {Ë, Je) admet, en vertu. du. théo
rème précédent. trois unités fondamentales si l'un au. moins des trois 
radicaux {A, JR, {ë est ùnaginaire, et sept unités fondamentales si les 
trois radicaux yA., ,1 B, vC sont réels. 

c As où LE coRPs K ( ,1 A., JB, Je) :-~E coNTIENT QUE THots UNITÉs 

FONDAMENTALES ET L ES RACINES D E L'u.-.ITÉ + 1 et - 1. * • 

4. L'une au moins des quantités {T, v IJ et vC est complexe. Un et un 
seul sous-corps du 4e degré (v. cha p. I. 6) est réel. Cela résulte de la façon 
même dont ces sous-corps sont fol'més. Nous supposeron1i. poul' fixer le::: 
idées, que le sous-corps réel est /(1 dont la bas~ est [t,,.,/hql's. vaps, ,h cpq] 
(v. ch. I. 6). Les trois sous-corps quadratiques A ( VIJqrs) , J( ( vcrps) 
et. J( ( Jbcpq) étant réels, ils admettent chacun une et une seule unité 
fondamentale (v. § 1 de ce chap.). Désignons par E1 l\rnité fondamP.n
tale de]( ( -/bqrs) , par e

2 
celle de [( (V erps) et par e~ celle de K ( J bcpq~. 

• Voir D. Hilbert, op. cit. p. 44. 
• • Voir ch. VII le cas où le corps J( contient encore d'autres racines de l'unité. 



Le corps K 1 ( Jbqrs , '!/erps) admet trois unités fondamentales que nous 
désignerons par r,1 , r,~ et r,3 . Enfin !;,. ~2 et ~" seront trois unités fon
damentales du corps envisagé f( ( {4, J 8 , Jë). 

5. PnoaLÈME. - Connaissant les trois unités fondamentales E:, . e~ etE~ des 
sous-corps quculraliques réels K ( ,1 bqrs) , J( (V r;rps) et J( ( J bcpq) , ains0l!_œ 
trois unités fonclamentctles >; 1, Y.2 et r, 3 du sous-corps réel K

1 
( ,1 hqrs, J erps) 

du. 4c degré, trow,er trois unités fondamentales l;
1

, ?;. et (',;
3 

du corps 
K ({A, v B, ,lë). -

Pour résoudre ce problème, on peut procéder comme suit: Les trois 
unités 'li , y, 2 el y, 1• qui sont trois unités fondamentales du sous-corps 
](

1 
( Ji)qrs, ,lerps) , peuvent s'exprimer, en fonction des unités fonda

mentales de K, de la façon suivante: 

= + ;.-«1 ._a, ra, 
Yï, - ":, C;. .! ""3 

)/~ = ± ~~· ~:1 <;::· 
>la = +~~· Ç~' ~:' . 

formules qu1 peuvent s'écrire aussi 

V.1. 

. - + )" Y., -- ·1 

+ -b)c 
Y,~ = - 1., ·2 

±)d,c)f 
Yia = •t l.2 ·3 • 

Ici , a désigne le plus grand commun diviseur des t rois nombres a
1

, 

az et a
3

, plus grand commun diviseur que nous prendrons positi
vement ; _1. ):ï et .i .J sont de nouvelles ~nités fondamentales de 
J( ( JA, V B, Je) et b, c, ... . f sont des entiers ordinaires . 

On a d'abord le 

6. THÉORÈME. -Dans les formztles V. 1, chacun des trois entiers a, cet 
f ne peut prendre que les valeurs 1 et 2. 

Pour démontrer ce théorème, il suffit d'appliquer aux deux membres 
de chacune des égalltés V. 1 l'une des permutations !p). (v. ch. 1. 4) 

choisie convenablement. 
Considérons, par exemple, la première des égalités V. 1, et appli

quons-lui la permutation cp1 qui laisse inchangé le sous-corps réel K 1• 

Cette égalité devient, puisque r,1 fait partie de [( 1 , 

v. 2. Yi - + )(l)a 
11 -- "t 

où ),i1) désigne ce que devient ),1 par l'application de la permutation <pl' 
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Multiplions membre à membre la première des égalités V. 1 et 
l'égalité V. 2, on obtient 

v. 3. )ii = ().1 ),~l))". 

Mais ),1),~1) fait partie du sous-corps 1( (v. ch. I. 6). L'unité ),
1
),i1) 

peut donc se mettre sous la forme 

v. 4. (m), entiers ordinaires) 

L'égalité V. 3 s'écrit, en vertu de V. 4, 

de laquelle on déduit 

am1 = 2 ; amz = am3 = O. 

· Puisque a est un entier ordinaire positjf, la première des égalités 
ci-dessus montre que a = 1 ou 2. 

7. Il y a lieu, dès lors, de distinguer huit possibilités, résumées par 
le tableau suivant : 

v. 5. 
a l=l1 11 11 1211121212 
c 1= 11 11 \ 2 1112111212 
t 1-1 1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 2 1 1 1 2 

Nous ferons tout d'abord la remarque suivante: 
Si\, ).2 ct ),3 sont trois unités fondamentales du corps]( ({A, VJ3, vë), 

les unités ).~).2 , /.~).:),3 , où x, y et z désignent des nombres entie('S 
ordinaires, peuvent être prises pour unités fondamentales à la place 
de ),z et de ),3 respectivement. En effet, si 

où les a). sont des entiers 

ordinaires, est une unité quelconque du corps K, on peut écrire 

u _ + )a1-a3 y-z(a2-o:3z) . (/%) )o:2-a3z. (~!!-.~~)a 
11.. -- '1 \1 ' 2 / l l A2A3 3, 

expression dans laquelle les exposants sont des entiers ordinaires. 

S. II est alors possible, en vertu de la remarque précédente, de rem
placer, dans chacune des huit possibilités du tableau V. 5, les Wlités 
fondamentales ),

1
, ) .. 2 et ).3 (v. formules V. I) par d'autres unités fonda

mentales plus faciles à calculer. 
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Considérons, par exemple, la première possibilité du tableau V. 5 , 
sav01r : 

a = c = f = 1. 

Les formules V. 1 s'écrivent, dans ce cas, 

'71 = + ).1 

-+~(J) 
r,!!- - 1\ l •t 

_ + )d)e) 
>'ia - - ·1 ' 2 -~ 

La remarque faite au § précédent permet de prendre pour unités 
fondamentales du corps [( (vA , {Ë, vC) les urùtés suivantes : 

).P ).~ ).2 et ).~ ).~).,, 
c'est-à-dire nt, >'i2 et n3 · 

P1·enons encore, à t itre d'exemple, la deuxième possibilité du tableau 

V. 5 soit 
a = c = 'l ; f = 2. 

Les formules V. 1 s'écrivent, dans ce cas, 

nt = +),1 

v. 6. + )b' 
n~ = - '1'· 

+ ~d~e ~2 
>'i3 = - 1 .. 1 ~::!Aa · 

En vertu de la remarque faite plus haut, les t rois unités fondamen
tales ).

1
, ).

2 
et ) .. 

3 
peuvent être remplacées respectivement pa1· ).,,),~).!et )·a· 

Supposons, par exemple, que l'on ait 

d = e = 0 ( mod 2) 

et posons, par suite, 
d = 2d

1 
et e = 2e1• 

La troisième des égalités V. 6 peut alors s'écrire 

'1j3 = + ().~' ),~' ),3y . 

L'unité ).
3 

peut être r emplacée par ).~' ).:• ).a, de s~te qu'on peut 
prendre pour unités fondamentales du corps [( ( ,1 A, vB, VC) les trois 
un

1
"te's ~ )b ") et ·;.,dt ).~· i .• , c'est-à-dire ''l' "'1 \ 2 1 .. " 

>'it> 'liz et v+ >?3· 

Si l'on fait toutes les hypothèses possibles au sujet des valeurs que 
peuvent prendre les exposants b, d et e (formules V. 1) suivant le 
module 2, on obtient, après discussion des huit possibilités du tableau 

V. 5, le résultat suivant : 
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rt,, n., et Yi~ désignant trois unités fondamentales du sous-corps r~l 
K

1 
( ~bqr~, ~erps) , les unités fondamentales du corps K (..[A, {if, Je) 

qui en résultent peuvent prendre les formes suivantes : 

Valeur du produil a cf Forme des unftés fondamentales du corps 
f( ( 1/A, 1/B, Vc). (formules V. 1.) 

ac/= 1 Yi, ' n, . Y, tt 

l Yi , ' )'j$ ' ..j -1-"li 
1J 

acf = 2 "1/, ' 'li, . ,1-+ -r. "r. ou ,1-+ n,l'i,. 
'r ' " 

Yi,. ! r,, ' \1 +Yi, Yi$ liu 

Yi, • ..j+t; 1 

·' 
,t +"lj/J 

Yi, ' ,1-+Ï/. J +Yi, Yi, 

1i, . ,; +Yi,. \1-+n,n;, 
acf = 4 n,. : J+n~ v +-r.2r; -r,2 

'r 1s 11..1. 

v. 7. Yi, ' 
,1 +n,n, , ,1-l- "fi, '1)" 

'1jr • J+n.'li, , 
,, 1 \ -J- 11 z2 y,2 

'r 's 1u 

Yi, : v+ Yt,Yi. ' v +y, Yi~Yi2 r , u 

\I±Yir. J +Yi.' v +Yi 
tt 

J + Yi, ' ,; +or,$ ' v -1- y, -r, 2 
- 's 'u 

~+ n, ' ,! + Yi ' v +Yi Yi Yi2 

acf = 8 • r J u 

J+n, . \1-+ y, y,2 v +r; y,2 
- 1r 's' 1r 1u. 

J+n, ' y±n n2 
r 1

.t ' 
V+ a. - Yi, Yi2Yi3 

J + Yi,' \1 +n,r,;' v~-+n r.2n• r 1
$ 1u 

9. Certaines formes d'unités fondamentales que nous avons obtenues 
par le calcul précédent ne peuvent pas se présenter. J e dis que les racines 
4ième• et les racines 8ièn>c• du tableau précédent ne peuvent pas être des unités 

du corps I< ({A, J B, JC:) . • __ 
Nous nous bornerons à le démontrer pour VYi1 Yi2 y,~. 
Posons 

v. 8. 

et supposons que ), soit une unité du corps K ({À~ yB, {ë). Appli
quons aux deux membres de l 'égalité V. 8 la permutation <p

1 
qui laisse 
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incha ngé le sous-corps K 1• Les trois unités n,, 7lz et n
3 

faisant partie du 
sous-corps K 1 , elles ne changent pas, et l'égalité V. 8 devient 

V. 9. . (l) - · ; --./, - ' z z y,-. 
Jl ':2 1 3 

La multipli cation membre à membre des égalités V. 8 et V. 9 donne 

v. 1.0. '; ,, (1) - ., , , -::-::--
• • - ' J;) JfJ'' O:." 

Mais )-/,<1> fait parti e du sous-corps K
1 

(v. ch. 1. 6). Comme n
1

• n~ et r,
3 

son t t r ois unités fondamentales de K 
1

• on peut écrire 

V. 11. 

où a . ., a2 et tt3 sont des nombres entiers ordinaires. 
L'égali té V. 10 devient, si on tient com]i>te de V. 11, 

ou 

r.o, Y.o, r.a~ = Y. . Ç 
' 1 ' 2 13 'a VYtl n2 

De cette égalité on Lire, en identifia n t les exposants, 

Mais les deux premières de ces égalités sont impossibles puisque 
a

1 
et a

2 
sont des entiers ordinaires. L'hypothèse qui nous y a conduit, 

à savoir que/. - VYJ1 n2 r.: est une unité du corps K ({J.t. {ii, {ê), est 
donc inadmissible. 

Le tableau V. 7 se r éduit au tableuu suivant: 

Y. 1.2. 

Tableau des différentes formes des unités fondamentales 
du corps ]( ( {A, .[i3, .,fC). 

Va leur du,roduit 
a.c 

1 
F orme des unités fondamen tales. 

1 
"'' l 

r,, . Ylu 

l r;, ' 17$ • V+ Yiu 
21 = 2 

'/ir ' r;., , V + Yirliu 
Yfr ~ 'lj$ • ..; ± nr Yis 71u 

\ 'ir • \/ +lis • ..j+ ;u 
22 = 4 

( 
~r. ..; + r,, . V+ YirYiu 

Ytr · ,; ± r,,;. ' V + 71r'liu 
23 = K ..; + nr , ..; -1- ..; +Y;., - Yis, 
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C .\S O Ù LE CORPS [( ({A, VB, {ë) CONTI ENT SEP T UNITÉS 

FO:'\D~~IENTAt.ES ". 

10. On sait que, dans ce cas, les sept sous-corps quadratiques de f( 
sont réels. Nous désignerons dans ce qu i suit pa r 

e
1 

l'unité fondamenta le du corps J( ( J bqrs) 

J( (v erps) 

[( ( vbcpq) 
[( ( ,lapqs) 
J( ( vabrp) 

IC ( ,lcaqr) 

J( ( vabcs). 

)) )) ll )) 

)) )) )) )) 

1) )) )) )) 

)) )) )) )) 

)) )) )) )) 

)) )) )) )) 

Chacun des sept sous-corps du 4e degré est réel et admet trois unités 
fondamentales. On sait en outre que, si <,, <, c t Eu sont les trois unités 
fondamentales des trois sous-corps quadratiques d'un corps !("' du 
4e degré (v. ch. I. 6), les trois unités fondamenta les de f('J peuven t 
prendre l'une des sept formes suivantes • • : 

1. or , e, , ~u 

2. é, ' !, , v;: 
3. e, , ê.t • Vër<-u ou \ fzseu 

V.13. 4. ë,-, e, , v~ ~ ~ .. , _, :.u 

5. êr , {;;, v;:. 
6. e, , ..;;;, ..;;:;:. 
7. Er , ,;-;;;;. ,r;;;:. 

Enfin , les unités E). contenues ~ans les différents sous-corps du 4e degré 
sont données par le tableau suJVant : 

le corps !(
1 
(1, Vbqrs, vcrps, Jbcpq) COntient êp o;~, E:, 

)) 1(2 (1J Japqs, v erps, vcaqr) )) 

)) ](3 (1, Ja.pqs, ,!bqrs, vabrp) 

11 K
4 
(1, vcrps, Ja.brp, Jabcs) 

)) 

V.14.. )) 

)) J(s (1. ,lapqs, vbcpq, ,labcs) 

11 1(
6 

(1, ,lbqrs, Jcaqr, vabcs) 

)) 

)) 

» K
7 

(1, , fabrp, Jbcpq, Jcaqr) )) 
eii, êa· eo 

Nous désignerons dans la suite par «1 , {31' /1 un système d'unités fon
damentales du sous-corps du 4e degr é K. i par «2, {3~, ~~ un système 

• Le corps J(( VA, 1/ B, vë) sera dêsignê par 1<. 
• • Voir Amberg, op. ci~ .• § 5. 
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d'unités fondalentales du sous-corps K2 , etc ... ; par a:,., f3n, {n un sys
tème d'unités fondamentales du sous-corps K,.. De plus, les unités 
fondamentales des trois corps quadratiques contenues dans J(,. seront 
désignées par t-n>, e<n>, e<n>; par exemple, on aura pour le sous-corps [( 

r $ u 3> 

SÎ On Se rCpOrte au tableaU V. 14, e(3) ===: ê •1 ê(3) = <; • o(S) =-r - -1 u - 1 ' "'u = ~~· 

1:L Nous avons tout d'abord le théorème suivant: 

THÉonÈ~IE. On peut toujours choisir, parmi les 21 ttnités a:,., f3n : Ïn 

(n = 1, 2, . . . , 7) qui constituent. les .systèmes d'ttnités fondamentales 
des sept sous-corps du quatrième degré [(). , sept rmtiés p.

1
, [1.1, •. • • !J- ; 

telles que, si on les m.et sous la forme suil,ante : 

V. 15. 

U =+,·a, 
.·1 - ·x 

IJ = + )b1 1·n, 
l"::! - "1 "2 

Il - + )•· 1 b: ) "> r s - - ·1 A2 "3 

/) = + ,-c~, ,., ,-b. -,~ .. 
r·~ - ·x ·2 ·a ·~ 

{') = + 1•e , ;'d, ) c" j b1 )as 
·• - ·1 ·2 's ' 4 ·s 

11., = + )/• j e, )do i•• j_b, )"6 
1 " 1 '2 '3 ·4 s ·e 

11 = + 1,Y1 )fa ) <o )d., )•• 1• bG )"• r ·; - 1'1 ' 2 ·a ·~ ·s ·s ·; ' 

où ).L.. )." •.. , i.7 forment un système d'unités fondamentales de 
[( ( JA, {if, JC), chacun des sept entiers a 1 , a2 , ••• , a, ne prenne que 

les valeurs 1 et 2. 
Pour démontrer ce théor ème, nous montrons 
a) que, quelle q ue soit la forme des unités fondamenta les des sous

cor ps du t.~oe degré (v. tableau V. 13), on peut toujours trouver, parmi. 
les dites unités fondamenta les, une unité fondamentale p.1 qui soit telle 
que l'entier a.

1
, dans la première des égalités V. 15, ne puisse prendre 

que les valeurs 1 et 2 . 
b) qu'ayant choisi les unités p.j, p.2 ••• , fl·m-x (m < 7), des égalités 

V. 1.5, de telle manière q ue les entiers a 1, • • • , am-1 ne puissent 
prendre que les valeurs 1 et 2, il est toujours possib le de choisir p.m de 
telle façon que am jouisse de la même propriété. 

De ces deux propriétés résulte le théorème énoncé. 

12. R eprenons les égalités V . 15 et posons 
R _ a

1 
a2 • •• • a

7
• 

R est donc égal à 1 si les sept entiers a). sont égaux à 1 ; R = 2 si un 
et un seul des entiers a). est égal à 2, les autres étant égaux à 1. 

D'une manière générale, R = 2k (1 L k L 7) si k entiers de la suite 
a a. . • • , a

7 
sont égaux à 2, et 7 - le entiers de la même suite sont 

1 ~ 2' 

égaux à 1. L a plus grande valeur de R est donc 27 = .128 . 

• 



-50-

13. Cas particulier. Supposons que quatre sous-corps du 4e degré 
aient des unités fondamentales de la forme (1), tableau V. 13. 

Admettons, par exemple, (v. tableau V. 14) que el' e2 et e3 soient 
les unités fondamentales de K 1 ; e4 , E2 et E0 celles de I<2 ; e., e1 et e5 

celles de K
3 

et t 2 , t 6 , <-7 celles de K 4 • 

Les formules V .15 s'écrivent, dans ce cas, 

v. 16. 

On a alors le 

THÉORÈME. - Dans le cas particulier des formules V. 16, le corps 
lt 

K ({A, vB, VC) n'admet aucune unité de la forme v -+ E~, è:' ... e:" 

(le L. 7) dans laquelle l'entier n est supérieur à 2. 
Démonstration. Tout d 'abord, i l est évident que l'entier n est pair et, 

si n > 2, c'est un multiple de 4., soit n = 4 n
1

• Il en résulte que l'un au 
. " 

moins des exposants a 1, a 2, ..• , ak, dans l'expression V+ e~• ••• e:k, 

est impair. Supposons, pour fixer les idées, que a 1 soit impair et 
posons a 1 2 a~ + 1. 

Posons encore 

V.17. 

Si on applique ~u~ deux membres de V. 17 la permutation <p
1 

(v. ch. I. 4), les umtes t 1 , t 2 et e3 ne changent pas, puisque ces trois 
unités font partie de I<1 , tandis que l'unité e~l, pour ), > 3, se trans

forme en son conjugué e).c:t).. 

L'égalité V. 17 devient 

V.18. 

On obtient, par multipljcation membre à membre des égalités V. 17 
et V. 18, 
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V.19. 

Mais 88' fait llartie du sous-corps K
1 

dont les unités fondamentales 
sont, par hypothèse, <p e2 et ea (v. ch. I. 6). On peut donc écrire 
comme suit le produit 8G' : 

v. 20. 

où a
1

, a
2 

et a 3 sont des entiers ordinaires. 
L'égalité V .19 devient, en vertu de V. 20, 

On en déduit 

Si on rappelle que n = 4n1 et a:1 = 2a:~ + 1, la première des égalités 
ci-dessus s'écrit 

d 'où 

4a1n1 = 4a:~ + 2 

2a1n1 = 2a:~ + 1. 

Cette dernière égalité étant impossible, l 'hypothèse qui nous y a con

duit doit être rejetée. Le nombre (1 = \J + e:' ~::• ... e;k ne peut pas 

être une unité du corps K (y A, yB, ,lë). dès que n est supérieur à 2. 

14. Forme des unités fondamentales du corps ]( ( ,1 A, yB, Vë) 
dans le cas particulier du n° 13. 

Notations. Pour simplifier l'écriture, nous admettrons ce qui suit : 

1) .J;; représentera l ' une quelconque des sept unités 

y+ <1 , y+ ~2 , ••• , ,1-1- e
7

• 

,- 7-6 2) ye
1 

t
2 

représentera }'mle quelconque des 2 = 21 unitéS 

V+ El Ez, •• • ' V+ <se,. 

3) Dans un système d'unités fondamentales du corps K ( JA; yB, JC), 
système qui comprend 7 unités, nous n'écrirons que les unités ê). situées 

sous un radical. Par exemple, le système v;;: ye
2

, e
3

, e
4

, c
6

, e
6

, t
1 

s'écrira comme suit: 

4) Nous ne considérerons pas comme distincts deux systèmes tels 
que Jes deux suivants : 

[ Vt1 , fe:] et ( VE3, {tJ. 
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Dans ce cas, nous n'indiquerons que l'un d'eux, par exemple ( ve: ,t~] 
et ce dernier représentera tous les systèmes d'unités fondamentales 
qui contiennent deux unités de la forme v0. et cinq unités de la for·mc €)· 

5) Enfin , a u lieu d'écrire Vr1 <.2 • nous écrirons ,1.1-2. 

Tableau des différentes formes que peuYent prendre les unités 

fondamentales de f( ( ..j A, {8, ..jë). 

Posons, comme plus haut, 

R _ a
1 
a

2 
• • • • • ct

7
• 

Si R = 1, le seul système d'unités fondamentales est e1, ·~· ••• , ~.; 
(1 forme). 

Si R = 2, les systèmes possibles sont les suivants: 

(..je] ; (yÇ]; [,f<~, ~J; (\fe. ,~,3,4); (Vet-t, ... ,.); fV<11 ... ,G); (Vo:1 ... , ~1· 
(7 formes.) 

SiR = 4 

(21 formes) 

[..;;:-:: _._, _,a, 

[ ..;.1,2,3, 

[ vel,2,3, 

[ Vzt.t,a, 

Pour H = 8, on obtient de même 35 formes différentes ; pour R = 16, 
35 formes et pour R = 64, 7 formes . Enfm, pour R = 128, le s eul 
système d 'uni tés fondamentales est le suivant : 

[ Vec J-;; Vz3 , Vz,,, v;;: J;;: v'~]. 
Il y a donc au total 

1 + 7 + 21 + 35 + 35 + 21 + 7 + 1 = 128 = 27 

s ys tèrues d'uni tés fondamentales. 



CHAPITRE VI 

Nombre de· classes d'idéaux. 

1. Considérons le corps ]( ( v~!;, .. . , \1 A.,), réel ou imaginaire, de de
gré 2n- 111. Soit, d'autre part, <d~1 >, cd~1 > , ••• , w~,!l une base des entiers du 

corps]( ( VA 1 , • •• , vAn)· Formons, à l 'aide de m variables r éelles 
quelconques uP u~, .. . , tlm, les formes linéaires 

l:'<3) := cé 'l 11 + w<•> n + .. . + c.><s) tt (s - i 2 ") 
., - 1 1 z 2 rn m - ' ' • • • , 1,. , 

expression dans laquelle wiz>, C.)~~> , • •• , c.>j:n> sont les conjugués de will. 

Nous écrirons, de plus, 
~(1) -Ç. 

Posons maintenant, si le corps ]( (,IA1 , • • • , VAn) est réel, (tous les 
corps conjugués de K, soit l(<z>, J(<s>, • • ·, J(<m>, sont alors réels) et pour 
Ç<•> non nul, 

log 1 Ç<•> 1- 1. (Ç). 

Si le cor ps J( ( {1(, . · · , {A;,) est imaginaire, iJ en est de même des 
corps !conjugués K<2>, • • • , J(<m>. Si I<.<•> et ](<•'> sont deux corps imagi
naires conjugués, nous poserons 

où l'on a 

Les grandeurs 
VI. '1. 

log 1 ;<•> ~ - ~ l, (~)-il, , m 
log 1 Ç<•'> ,_ ~ l. m + a., m 

>OL.lst (Ç) <2r-. 

li m. lzW, ... , lm(Ç) 

sont t outes réelles et elles ont une détermination unique en fonction 
des variables U1 , U2 , ••• • Um . Les grandeurs VI. 1 sont appelées les 
logarithmes de la forme ~ . 
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Si N (~) désigne la norme de ~ on peut écrire, en vertu d e la défi
nition de la nor me , (v . ch. I. 5) 

VI. 2. Ç(l)~(2) •••• Ç<m> = N(~) . 

2. Jer cas. L e corps ]( ( {ïÇ , ..j A2 , ••• , v;:f:) est réel. 
Si u

1
, u

2
, •• • , um sont des entiers ordinaires non tous nuls, le 

nombre ~ = ~<1> est un ent ier du corps K ( ..j A1 , ••• , .[A;.) , entier qui 
est différent de zéro. Posons Ç _ a. Les grandeurs l1(a:), l~ (a), .. . , lm( a:) 
sont dites les logarithmes du nombre entier a. 

L 'égalité VI. 2 devient, si on y remplace~ par a et si on po~e a:<1>- a , 

a: <Oa(2)a(3) •• • a:<m> = N(a), 
d 'où l'on déduit 

VI. 3. 

où lN (a:) désigne la part ie réelle du logarit h me de N( a:). 
Désignons par ). une unité quelconque du corps [( (VA;, .. . , ..j A,.). 

Commè on a N().) = + 1 ou - 1, l'égalité VI. 3 devient, si on y r em
place cc par )., 
VI. 4. l

1 
(). ) + l~ ().) + lz().) + ... + l,,().) = O. 

Or, le corps K ( .,jA 
1

, ••• , ,1 A,.) étant réel par hypothèse, il admet 
r _ m. - 1 unit és fo ndamentales (v. ch. V). L'égalité VI. 4 peut donc 
, .. 

s ecrtre 
VI . 5. l l ().) + l 2 ().) + • · • + lr+t (i .) = O. 

ze cas. Le corps J( ( {A~, ... , ..jAn) est imaginaire. 
Si on désigne ,comme dans le cas précédent, par a: un nombre ent ier 

du corps K ( ~ • . .. , .Jïfn), l'égalité VI. 3 peut s'écL·ire 

l1(a:) + l
2

(cc ) + ... + ~(a:) = lN(o: ). 
2 

Désignons par ), une u nité du corps J( (V A l' ... , ,!AJ, l 'égalité 
ci-dessus s'écrit, pour ), = a, 

VI. 6. l 1 (!:) + l2 (i.) + ... + l~().) = O. 
2 

Mais le corps f( ({if;, . . . , ~) adrnet dans ce cas r· _ }- 1 unités 

fondamentales . L'égalité VI. 6 devient, s i on y r emplace ';t par r + 1, 

l
1 
(/,) + l2 ().) + . •. + lr+l (), ) = O. 

La relation VI. 5restedonc valable qua nd le cor ps /( (VA;, ... , 1./Â..) 
est imaginaire. 
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L E nÉG ULATEun n u co nps K(vAl' VA;, ... , vAn)-

3. Désignons par ).1 , ) ,2 , • •• , ) . , un système d'unités fondament ales du 

corps K (VA;, ... , /A:.), le corps K pouvant être réel ou imaginaire. 
Formons le déterminant 

VI. 7. 

ll ().l) l 

l2 ().1) ' 
l3 ().1) ' 

ll (/,2) , 
l2 (),2) ' 
l3 ().2) ' 

... ' 

... ' 

. .. ' 

... ' 

ll (À,) 
l2 ().,) 
l3 (/.r) 

On appelle régulateur du corps K ( ~, ... , VAn)*, et on désigne 
par E, l'expression 

VI. 8. 
6. E= ). --· w 

où Â). est le détet·minant VI. 7 et où u. désigne le nombre des racines de 

l 'unité contenues dans le corps K ( VA1 , ••• , /A:.). 
4. Désignons par h le nombre de classes d'idéaux du corps 

J( (VA t> . . . , vA,.) et posons 
1 O (s) II 

1 
, 

1 - - 
N(IJ)S 

le symbole II étant étendu à tous les idéaux premiers p du corps 

J( ( vA
1

, ••• , vA,.) , et N (p) désignant la norme de l' idéal p. 
Nous utiliserons dans la suit e la formule suivante*" : 

VI. 9. Lim(s- 1) 0 (s) = glt, 
S---71 

où h désigne le nombre de classes d'idéaux, où l'on a posé 

xE(2rr)"- " 
VI. 10. g - vD et où x - 22~~-n-1. 

Dans cette dernière expression, E désigne le régulateur du corps 
(v. formule VI. 8), n est le degré du corps . Quant à v, c'est r

1 
+ 1'2 

(v. ch . V. 1). Or, on a vu au chapitre V q ue r = r
1 
+ r

2 
-1. On a donc 

v = r
1 
+ r

2 
= r + 1. Enfin, D est Le discriminant du corps (v. ch. III). 

*Voir L ejeune DirichleL, ac édition, p. 569. 
"*Voir Lejeune Dirichlet, op. cit., p. 578. 
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Si on désigne par p un nombre premier ordinaire, on peut écrire la 
fonction Q(s) comme suit" : 

( 
1 . i :l ) 

·vi. H. O(s) = ~ i _ p-n,4 • 1 _ p-n1s · · • · '1 _ p_,lr:S ' 

où n
1

, n
2

, • • • , ne sont les degrés respectifs des idéaux contenus dans 
(p) et où l'on a donc 

(p) = P1P2 · .. • ' l'e 

et .lV (tJe) = P"~ · 

Le produit ll est étendu à tous les nombres premiers p . 

APPLICATIO N AU CORPS]{ (vA, {ii, {ë) . 

5. Dans ce chapitre, p désignera un nombre premier rationnel. 
Reprenons les formules IV. 21 qui donnent les différentes décomposi
tions en facteurs idéaux de l'idéal principal (r.) que nous écrirons donc (p). 

Jer cas. Les sept symboles ( :)) sont égau.-r; à + 1. 

Dans ce cas, on a (p) = fl1 P2 • • • • • fl8 , 

expression dans laquelle fl1 , ••• , P8 désignent des idéaux du 1er dearé. 
t;> 

Le facteur sous le symbole TI dans la formule VI. 11 s'écrit, si on 
remarque que n

1 
= n

2 
= . . . = n8 = 1, 

2e cas. Trois symboles (;) sont égaux à + 1 et les quatre autres à -1. 

Le facteur sous le symbole il dans la formule VI. 11 peut s'écrire 

(1 - p-2-•)-4 = (1 - p-3 ) • [ 1- (~r) p-•] -I 

. [1- (~u) p-•]-l. [1- (~v) p-•]-l. ~ [1. _ (~w) p-•]-l, 
où(~') , (~u) et (~v) sont les trois symboles qui sont égaux à 

• Voir Lej eune Dirichlet, op. cit., p. 579. 
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+ 1 et où w prend les quatre valeurs de la suite 1, 2, ... , 7 qui sont 
différentes de r, u et v. 

(D·) Je cas. Quatre symboles 
1
: · sont nuls et les trois autres sont égaux à 

+ 1. 
Le facteur sous le symbole I1 dans la formule VI. 11 s'écrit, dans ce 

(1- p-•)-4 = ( 1 - p-•)-1 . [ 1 - (~·) p-·]-1 

. [i - (~u) p-•]-1. [j _(~v) p-•]-1

• ~ [ 1 - (~~) p-•]-1 

(D,) (D") (De) 1 d' (D~) où p = p = p = · , tan 1s que p = 0 pour w:;;!:: r, 

u et v. 

4e cas. Quatre symboles ( ;) sont nuls, deux symboles sont égaw.c à - 1 

et un seul symbole est égal à + 1. 

En posant 

(~') =+1; (;')=(~v) =-1 (D1•) et p = 0 pour w:;;f:: r, u et 1', 

le facteur sous le symbole I1 dans la formule VI.11 peut s'écrire 

(J - p-23)--2 = (1- p-s)-1· [ 1 _ ( ~·) p-•]-1 

. [1- (;') p-•]-1

• [:t- (~v) p-•]-l ~ 1! [1 _ (~w) p-•]-1. 

/je cas. Un symbole est égal à + 1, soit ( ~') = + 1 ; les six autres 

symbole.~ sont nuls; posons (~·) = 0 pour w:;;!:: r. 

Le facteur sous le symbole Il dans la formule VI. H s'écrit 

(1 - p-•)-2 = (1- p-•)- 1· [1- (~·) p-·]-
1

. ~ [ 1 - (~~) p-·]-~ 

U l l l . (D•) . l ' 1 le . 6e cas. n seu sym JO e, sott p , est ega a - et s stx autres 

symboles sont nuls. 
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En résumé, dans les six cas du tableau IV. 21, c'est-à-dire queUe 
que soit la décomposition de l'idéal (p) en facteurs idéaux du corps 

K ({A, {ii, VC), le facteur sous le symbole TI dans la formule VI.11 
peut se mettre sous la forme 

VI. 12. 

(1 - p-•)-1· [l- (~') p-·]-l· [1- (~2) p-·]-l· ... 

[ (D-) ]-' . ... '1.- p, p-• . 

6. Reprenons la formu le VI. 11. La fonction Q (s) peut alors s 'écrire 
comme suit * : 

Vl.13. O(s) = ~~.~~. (~)~~. (~;) · ... ·2:,!. (~;) 
où les sommations s'étendent à tous les entiers ordinaires m. 

La formule VI. 13 peut s'écrire, en vertu de VI. 9, 

Lint(s-i)O(s) = Lim l:s ,
1·2:: 1

·
8 

(Dt) .... 
•- :::H s--:;.1 >n 1n .,. nt m. 

VI. 14. 

Or, on a 
~s-1 LimLJ- - = 1 

•--3'>1 ms 
m 

.. .. " ...!_ (D7
) = gh. ~ m• m 

"' 

L . ~ 1. (D'·) ~ 1 (D)) et 1m - - -J' .- __: 
,--:;.1 m• m - "'-Jm rn 

m m 

La formule VI. 14 devient alors 

(. - 1 ') 
A- , "'> ••• , 7). 

VI. 15. ~ ;t ( ~;) ~ ;t ( ~;) ..... ~ à ( ~) = gh. 

Si on pose, pour simplifier l'écriture, 

pour ), = 1 , 2, .. . , 7, 

et si on rem place g par sa valeur donnée par la formule VI. 10, 011 tire 
de la formule VI. 15 

VI. 16. h = 

* Voir Lejeune Dirichlet, op. cit., p. 580 eL 60!>. 
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Nous distinguerons maintenant deux cas suivant que le corps 
J( ({A, .,fB, .Je) admet trois ou sept unités fondamentales. 

7. Le corps K (vA, yB, vC) admet trois rmités fondamentales. On a, 
dans ce cas, (v. ch. V) : 

v = 4 ; n = 8 ; X = 22-r--n-1 = 2- 1 ; 

La formule VI. 16 devient donc 

V I. 1.7. 

Calcul du régulateur E du corps J( ( yA, /Ë, ve). 
Reprenons les formules V. 1 

VI. 18. 

>?1 = -1- ).~ 
. _ -1- , b)c 
Yrz - - /.1 ·2 

>?3 = -1- À~),~),~ 

n-v=4. 

où \' ).2 et ).3 sont trois unités fondamentales de J( (vA., .,fïi, .Je) ' 
tandis que~ n2 et n3 sont trois unités fondamentales du sous-corps 
réel I<

1 
( ..jbqrs, ;rc;:p;). 

Désignons par d n le déterminant VI. 7 relatif aux n, on a 

zl (ni) , ll (n2) , ll (na) 
VI. 19. Â -l? - l2 (nl) ' le (nz) ' lz (na) 

l3 (Y~t) ' l2 (YJJ ' la (n3) 

où les l, (YJs) ont la signification rappelée aux § 1 et 2 de ce chapitre. 
On tire des égalités VI. 18 

l, (n
1
) = a l, (/.1) 

l, (YJ
2
) = b l, (/.1) + c l, {).2) pour r = 1., 2, 3. 

1, (Yi3) = d 1, ().1) + e l, ()) + f I ... (Î.:;) 
Le déterminant Ân (formule VI.19) peut s'écrire 

VI. 20. Â YI = acf · d ). 

où Â. désigne le déterminant VI. 7 relat if aux ).,. 
Po~r calculer d Yr il faut distinguer six cas difiérents suivaut la forme 

des uuit.és fondamentales Yï1 , "112 et. n3 du sous-corps réel K
1

• Ces unités 
fondamentales sont données par le t ableau V.:l3. 

Si on calcule la valeur de ll.n pour les six cas de ce tableau, on voit 
que Ân a la forme suivante : 

VJ.. 21. 
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où p, entier ordinaire, est donné par le tableau suivant : 

Cas 
1 

Unités fondamentales 

1 

Va leur de 
du sous-corps 1{ 1 ( 1/ bqrs, 1/rcps) ? 

i ~ 

" 1 ' <:2 ' " -a 2 

2 !1 ) é2 . ,r;; 1 
VI. 22 3 él ' E2 . r;:;,; 1 

4 êl. ê2 , .Jr, e~ ë:1 J 

5 ~l. ,;<2. ,;~ 0 

6 €] ~ ,r;;, ..je
1 

::3 0 

7 ÔJ , ,;;1 ê2 ' r;l é:) 0 

La -formule VI.20 donne 

VL 23. 
6. 

Â) = __!. 
· acf · 

Or, le produit acf est une puissance de 2 que nous représenterons par 
21-', où p. = 0, 1, 2 ou 3 (v. tableau V. 12). Par suite, la formule VI. 23 peut 
s'écrire, si on remplace A., par sa valeur VI. 21, 

VI. 24. L\i, = '217 l (e,) l (<2) l (e3 ) , 

expression dans laquelle on a 2" - 2P- v. L'exposant v, quj dépend à la 
fois de la forme des unités fondamentales nt> n2 et n3 du sous-corps réel 
K1 ( ..jbqrs, Jcrps) (v. tableau VI. 22) et de la valeur du produit acf, 
est donné par le tableau suivant : 

l act = 1 
1 

act = 2 
1 

acf = 22 

1 
act = 23 

1 2 1 
-- ' 0 

1 
-1 

1 
2 1 0 ' - 1 - 2 1 

VI. 25 3 :1. 0 ' -1 
1 

-2 

4 1 0 - 1 1 -2 1 ' ,_ 

5 0 - 1 - 2 ' 
1 -3 

- 1 
6 0 -1 - 2 1 -3 

1 

1 

-0 7 0 -J - 2 j 

• 
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La valeur de p correspondant au cas ne du tableau VI. 22 et à une 
valeur donnée du produit acf, se trouve à l' intersection de la n" ligne 
du tableau VI.25 et de la colonne qui porte en tête la valeur donnée de 
acf. 

Reprenons la formule VI. 8 donnant le régulateur du corps 

VI. 26. E = ~). 
tl 

où Ll). a la valeur VI. 24 et o.ù tt désigne le nombre des r acines de l'unité 

contenues dans.Jc corps J( ( ..j .il , ..jB, {C). D'après les hypothèses faites, 
u = 2, et le régulateur VI. 26 devient, si on remplace Â). par sa valeur , 

VI. 27. 

La formule VI. 17 don nant le nombre de classes d'idéaux devient, 
en vertu de VI. 27, 

V I. 28. 

Désignons par h1 , h2 et h3 les nombres de classes d 'idéaux des trois 
sous-corps quadratiques réels dont les discriminants sont D

1
, D

2 
et 

D
3

. On a * 

VI. 29. 1 
{5;~1 

li = /(~J , 

Si h
4

, h
5

• h
6 

et h, désignent respectivement les nombres de classes 
d 'idéaux des quatre sous-corps quadratiques imaginaires dont les dis

. cri minants sont D
4

, D 5 , D6 et D 7 , on a" 

Mais tt = 2, donc 

VI. 30. 
..;o). 22). 

h).= - - --
1: 

pour ). = 4, 5, 6, 7. 

pour ). = 4, 5, 6, 7. 

Si on tient compte des formules VI. 29 et VI. 30, la formule VI.28 

devient 

VT. 31. 

• Voir Lejeune Dirichlet, op. cit., p. 608 et suiv. 
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8. Le corps ]( ({A, JE, .jë) admet sept unités fondamentales. Suppo
sons, en premier lieu, que nous soyons dans le cas particulier du 
no V. 13, et reprenons les formules V. 16, savoir: 

V I. 32. 

ft=+).~· 
~ _ + )bt),a! 
~2.-- •1 2 

+ -1c1' ~b~)a3 
!"3 = - '·1 l \2 ~a 

Le détennjna nt VI. 7 s'écrit. dans cc cas, 

VI. 33. l(e1), l(E2), l (e3), l(ô4 ) , l(E~), l(ec), l(e1) 

l (E1), l (e2), l (t3), -l (e4), - l (eG), - l (e6), -l (t7) 
-l(ê

1
), l(e2) ,-l(~3), l(e4 ),-l(es), l(t0),-l(e1) 

flt = l(e
1
),-l(e

2
),-l(E3), l(E4), l(E5),-l(E6), - l(E7) 

-l(~), Z(~2),-l(e3),-l(e4), l(eG) ,-l(e6), Z(e7) 

- l(e
1
),- l(e

2
), l(~,.) , l(ed),-l(e5),-l(e0), l(e7) 

l(E
1
),-l(c

2
),-l(e3),-l(e4),-l(e5), l (e6), Z(e7) 

= 2u l(ê
1

) l (~2) • • • • 

. . . . l (ê7). 

Si on désigne par 6.). le déterminant VI.7 relatif aux ),, les formules 
VI. 32 permettent d'écrire 

ou, en remplaçant 6.E par sa valeur V I. 33. et en rappelant que, dans le 
cas particulier du n° V. 13, on a a1 a

2 
• •• •• a

7 
= '1, 

VI. 34. 

Comme, par hypothèse, le nombre des racines de l'unité contenues 
dans le corps K G/_A, VJ3, VC) est égal à 2, on a, pou.r le régulateur 
E du corps K ( {A, JB, {(;) (v. formule VI. 8), 

A 
E = : ·=2SZ (e1)l(e2 ) . .. . • l(e1) . 

La formule V I. 16 donnant le nombre de classes devient 

VI. 35. 

Ma1s on a, dans ce cas, 

v = 8; n = 8; X = 22·-n-t = 27
; n - v = O. 

i 
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L 'expression VI. 35 du nombre de classes d 'idéaux s'écrit dès lors 

VI. 36. 11 = -~-.!.l_L_2=--,· ,.....,· -;-. ·..,.--·..,....~.,....,.:--,1 ,;_1 n--!.l....:..v_n..::-2. ·:-·-=--· _. _v..;_n___,,_ 
215 l (t

1
) l (e2 ) • ••• • l (e1 ) 

Les sept sous-corps qundratiques étant réels on a , si on désigne par 
h). le nombre d e classes d'idéaux de l'un quelconque d'entre eux, 

vI. 37. pour),= 1. , 2, .. . , 7 · 

La formule VI.36 peut donc s'écrire, en vertu de VI.37, 

Vl . 38. h = 2-l5h
1 

h
2 

• •••• h
1

• 

Reprenons maintenant les formules V. 15 dans lesquelles les. P.l re
présentent des unit és fondamentales choisies parmi les unités fonda
mentales des sous-corps du 4_e degré K1 , K 2 , ••• , K 7 • Les P.l peuvent donc 
prendre l'une des formes 

VI. 39. 

Mais si, dans les formules VI. 32, l 'une des unités t). est remplacée par 
l 'une des unités VI. 39, on aura, suivant les cas, 

- :L - 1 1 
l ( veJ = ')l (!1) j / ( Vêl E2) = ') l (t1) + ')l (E2) j etc ... ... ~ ... 

D s'ensuit que le déterminant âf , donné par la formule VI. 33, se 
décompose en une somme de deux ou plusieurs déterminants , tou.s 
nuls sauf un seul, savoir le déterminant VI. 33 multiplié par une puis
sance de 2. 

On aura donc encore dans ce cas 

V I. 40. h = 2P h1 h~ . . ..• h
1 

• 

Les formules Vl.31, VI.38 et VI.40 sont résumées par le théorème 
suivant: 

TH ÉORÈME. Le nombl·e de classes d'idéaux du corps 1\. (vA, VB, {ë) 
est égal au produit des nombres de classes d'idéaux des sous-corps qua
drat.iques multiplié par une pu~ssance de 2. 



CHAPITRE VII 

Etude des corps K. (y A, yB, vë) qui contiennent, en plus 
de + 1 et - 1, d'autres racines de l'unité. 

1. Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que le corps 
K (y A, J B, JC) ne contenait que les deux seules racines de l'unité 
+ 1 et- 1. Nous allons examiner maintenant des corps qui contien
nent, avec + 1 et -1, encore d 'autres racines de J'unité. 

Les racines nièmes primitives de l'unité sont racines d ' une équa
tion de degré <p (n) , <p désignant la fonction arithmétique connue sous le 
nom d'indicateur d'Euler*. Or, ces racines devant faire partie du corps 
K ({A; .[8, {ë) qui est de degré 8, elles doivent être racines d'nne 
équation dont le degré est un diviseur de 8, donc racines d'une équation 
du premier, du second, du quatrième ou du huitième degré. On doit 
donc avoir, dans tous les cas, 

VII. 1. <p(n) L. 8. 

Cette inégalité entraîne les inégalités suivantes * • : 

<p(n):::::,.. y; si n est impair, 

<p( n):::::....J~ si n est pai r. 

On déduit de ces inégalités 

VII. 2. 
nL.['f(nW s• n. est impair, 
n.L.2 ['f(nW .;; i n est pair. 

• Voir, par exemple, Hemi WeLel', Traité d'Algèbre supérieure, cltap. Xfl, 
Paris, 1898 . 

.. Voir J . Amberg, op. cit. § 5. 
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L es inégalit és VIl. 2 deviennent, en Yerlu de VII. l, 

nL G4 
nL 128 

s i n est impair, 
si n est pair. 

Il sumt donc de calculer cp (n) pour les valeurs suivantes de n : 

2, 3, 4, 5, . .. , 62, 63, 64 puis 66, 68, 70, ... , 128, 

ct de conserver les valeurs de cp (n) qui sont égales à 1, à 2, à 4 ou à 8. 
On obtient de cette manière le tableau suivant : 

VII. 3. 
2 .. 

3, 4, 6 

n 

1 

2 
5, 8, 10, 12 . 4 
15, 16, 20, 24, 30 8 

2. On sait que les racines nièmes de l' unité peuvent s'obtenir à l'aide 
de la formule générale 

VII. 4. 'v' 1- _ . 2krr . . 2/m . . _ ,, ? 3 - cos +t sm , pom /(- ~. -, , ... n. 
n n ' 

Nous donnons ci-après le tableau des racines nièmes pour les valeurs 
de n du tableau VII.3. A partir de n = 5, nous n ' indiquons que la seuJe 
raciue qu'on obtient en faisant k = 1 dans la formnle VII. 4. 

Racines canées + 1. et- '1. 

Racines cubiques 
- 1. + v-_3 - t - / - 3 

+ i, 2 ' 2 

Rcwin.es quatrièmes+ 1, - 1, + i, - i 

Racines cinq nièmes ~ [vS -1 + i VW + 2 ..{5 J 
1+ .;-=3 

Racines sixièmes 2 

v2+ v- 2 
Racines huitièmes 2 

R acines dixièmes ~ [V 5 + 1 + i V 10 - 2 V 5 J 



R acines douzièmes 

-- 66 -

,1-=1 + -=-3 
2 

Racines quinzièmes ~ [ {5+ 1 + V30-6{5 +i( ../3 + vl5- \f,I0- 2{5)] 

Racines sei:ièmes ; [V 2+ J1+ iV 2 - ,12]. 
Racines !' ingtièmes ~ [V 10 + 2 {5 + i ({5- 1)] 

Racines vingt-quatrièmes ~[V 2 + {3 + i •h -- {3] 
Racines trentièmes ~[ V30+6 v 5+ yS- l +i( ,; 10+2 v'5- l 3-,115)]. 

3. Du tableau qui précède, nous tirons les conclusions sw vantes : 

1) Tout corps K ( JA, {B, .jë) cont ient les racines carrées de )'unité. 
2) Le corps K (v- 1. v;, ~j'Y) , qui peut s'écrire plus explicilcment, 

si l'on m et en évidence la base du corps, 

VII. 5. ]( (1, V 1, Vx, fi, V - x, rxY, V - y, V- xy), 

où x et y sont des entiers ordinaires qui ne r en ferment aucun facteur 
carré, cont ient les racines quat rièmes de l'unité. Si nous supposons 
1 x 1 ~ 2 et ~ 3 ; 1 y 1 ~ 2 et ::;6:. 3, le corps VII. 5 ne contient a ucune 
raci ne d 'ordre supérieur à 4, car il ne conti ent ni V 3 ni J + 2, et il 
ne contient pas non plus les racines cubiques cle J'unité. 

3) Le corps f ( ( ,! 3, Vx: JY), qui peut s'écrire plus expli citement 

VII. 6. I<. (1, { 3, ,lx, ViJ: V 3x, Jxy, V- 3y, V- 3xy), 

contient les racines 6lèmes de l 'unité. S'il ne contient pas Jes racines 
carrées .j - 1, J ± 2 et v + 3, i) ne peut contenir aucune racine de 
l 'unité d 'un ordre supérieur à 6. Pour cela, il sulTit de supposer 

x et y ::;6:. 2, :r= 3, :r= - 1 , 

x :r= - Y· 

VII. 7. 4) Le corps }( { .j 3, .j3, JY) ou 

K (1 , V- 3, Jf, fi, .j - 1, J3Y; V 3y, {=y), 

où l 'on suppose y ::;6:. 2, contient les r acines carrées, cubiques, qua
trièmes, sixièmes et douzièmes de l 'unité, mais il ne contient pas les 

racines huitièmes. 
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5) E niJn, le corps J( (V 1, J2, ,!3) ou 

VI I. S. K (1, J2, J3, ,1-2, J6, V- 3, V 6) 

contient à la fois les racines carrées, cubiques, quatrièmes, sixièmes, 
huitièmes et douzièmes de l' unité. 

4. On démontre alors que les racines cinquièmes, dixièmes, quin
zièmes, vingtièmes, t r entièmes, a insi que les r acines seizièmes et vingt· 
quatri èmes ne peuvent pas être contenues dans J( (,lA, {ïi, .jë). 

Les corps algébriques en question ne peuvent contenir que les racines 
carrées, cubiques, quatrièmes, sixièmes, huiti èmes et douzièmes de l'unité. 

5. Nous allons étudier main tenant quelques-uns des corps 
J< ({X, {B: .jë) du § 3 ci-dessus. 

En ce qui concerne la base des entiers , le discriminant du corps, 
la décomposition des idéaux, ces corps spéciaux suivent toutes les 
rèales obtenues dans les chapitres précéden1 s, car nous n'avons fait 
:n~une hypothèse spéciale sur le corps J( (.jA , ,lB, {C). P ar contre 
il s'agit d 'examiner 

a) si les unités fondamentales ont les m êmes formes qu'au 
chapitre V; 

b) si le théorème du chapitre VI sur le nombre de classes d ' idéaux 
est encore valable. 

6. Cons·idérons, en premier lieu, le corps VII. 5 

J( (1, ..; 1, v;: .jy, v-x, ,lxy, { - y,..; xy) où l x 1 ~2 et 3; 
IY1 ~2 et 3. 

Ce corps contient les racines quatrièmes de l 'unité + 1, - 1, + i 
ct - t. 

Désignons par p l' une quelconque de ces quatre unités et posons, 
comme a u chapitre V, formule V. 1, 

VII. 9. 

,o 
1jl = pl 1·J 

1j'!. = p'!. ),~ ),~ 
n3 = P~ ).~ ),~ ).~ 

où Pt• p
2 

et p3 représentent des racines quatrièmes de l'unité, n1, n~ 
et 1ia trois unités fondamentales du sous-corps réel du quatrième 
degré (v. ch. V. 5) ; enfin ),1 ),2 ct ),3 sont trois unités fondament ales du 
corps J( ( J J, \lx, {Y). ' 
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On peut démontrer, comme a u chapitre V, que le-; trois quantités 
a, c et f, dans les formules VI I. 9, ne peuvent prendre que les 
valeurs 1 ou 2. Considérons, en eiTet, par exemple, la première des 

égali tés VII. 9 
VII. 10. iï1 = P1 ).~ · 

Appliquons à cette dernière égalité la permutation cp, qu1 laisse 
incha ngé le sous-corps K 1 et, par suite, Y; 1 

VII. 11. i'i = p<t) )(l)a. 
11 t ' t 

Multiplions membre à membre les deux égalités V II. j 0 et V Il. j 1, 

il vient 
VII. 12 y,Z = 0 p<tl() )(t)) a 

' t 1~1 t 't 't . 

Or, je dis que le produit PIPit) = + 1. En eiTeL, que p
1 

soit égal à+ 1. 
ou à - 1., la permutation <fit ne change pas Pt. et dès lors Pt p~1 ) =Pi= + 1. 

Si au contraire Pt = + i ou - i , cpt change(\ en- Pt et p
1

pit) = - Ï2 

= + 1. 
L'égalité VII. 12 s 'écrit clone ni = (\ ).~1)) '\ et la démonstration con

tinue comme au chap'Ïtre V. On en conclut que les unités fondamcn
tal~s du corps [( ( .; - t, ,lx, vu) son t encore données par les formules 
V.12. 

On a trouvé, pour le nombre de classes, quand le corps]( ( fi: JB, {ë) 
a trois unités fondamentales (v. formule VI. 17), 

VIL 13. 

Si on se reporte aux définitions données au chap itre VI, 011 voit 
que les formules VIL 9 donnent, pour le déterminant VI. 7 relatif 

aux À, 
~). = 2k l(et) f(e~) l(e~) 

n c j 

où le est un entier ordinaire et où el' e2 et e3 sont les trois unités Couda
mentales des trois sous-corps quadratiques réels. 

On a dans ce cas 

où u est le nombre des racines de l'unité contenues dans 
K (,lA, {ii, {ë). Comme u = 4 = 22 et que acf est une puissance de 
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2, la forUiule VII. :l3 peuL s'écrire finalement comme suit: 

où l est un cutier ordinaire. 
Si l'on reprend les valeurs des nombres de classes d'idéaux des sous

corps quadratiq ues (v. ch. V I. 7), on voit que l'on a encore 

h = 2' hl lt2 • • •• lt, 

où r est un entier ordinaire. 

7. Prenon~ , comme deuxième exemple, le corps VII. 6 

j{ (1., ,1- 3, ,r;;, JY, v- 3x, v xy, v- 3y, v- 3ay) , 

où .1; cl. y ~- t, ~ 2 et ~ 3 cl où x :r=- y. 
Ce corps conL1ent Jes r acines sixièmes de l'unité. Soit ct l'une d 'elles, 

le corps contie11t -1- 1, - 1- a , -1- o::2. 

Posons de nouveau 

VI1.14. 

où p
1

, p
2 

et p3 sont des racines sixièmes de l'unité. 
Considérons la première des égalités VII. 14 

et appliquons aux deux membres lu per mutation q;
1 

; l ' égalité ci-dessus 
devient 

, (J)a 
Ytl = P1 1'J • 

La rl'lultiplication membre à membre des deux dernières égalités 

doune 
VII. 15. 

Or, 

;-.2 = p 0 (1) ( ). ).Cü) a. 11 1 ,. 1 1 1 

±t±v-=3 
Pt = 2 ; 

(1) = ± 1 + v =a . 
f: 2 ' 

L 'égalité VIL 15 devieu l 
1j2 = (1. j_(t))a. 

1 l 1 

P c.<O = 1. 
1 1 1 

La démonstration et les calculs sont dès lors les mêmes qLt'at1 cha
pitre V, et les unités sont encore données par le tableau V. 12. 
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6. 

Nombre de classes. Le régulateur elu corps est E = __!. Or, tt - 6 

6. ). 
puisque le corps contient 6 racines de l'unité ; donc E - (f. 

Le nombre de classes (for mule VI. 17 )s'écrit dans ce cas 

où t est un nombre entier ordinaire. 
Si on r eprend les valeurs des nombres de classes d 'idéaux des sous

corps quadratiques (v. ch. VI) et si on remarque que le nombre de 

l d T/ ( ~3) 3 2:). J D). ' ) l' d c asses u corps n . v - .:> est , ou . est un es nombres 
1! 

1, . .. , 7, on voit que l'on a encore 

h = 2$hl h2 . . •• h1. 

Le théorème sur le nombre de classes (v. ch. VI. 8) est donc encore 
valable dans les cas s péciaux s usmentionnés . 



DEUXIÈME PARTIE 

Etude des quaternions dont les coordonnées sont tirées 
du corps algébrique K (VA, V B, V c). 

CHAPITRE PREMIER 

D éfin itions, notations ; opérations sur les quaternions complexe s. 

1. On appelle quaternion * une expression de la for me 

a _ aa + a1 i 1 + a.
2 

i 2 + a
3 
i

3 

où a0 , a1 , a~ et a.3 sont des nombres rationnels dits les coordonnées du 
qua ternion a, et où i1 , i2 et i 3 sont t rois symboles définis par les rela
tions suivantes : 

(1) 
tl tz = - i 2 il = i3 

1.2 t3 = - i3 i2 = il 

ta tl = - il is = iz. 

Quand l'une des coordonnées a). est égale à 1, on ne l'écrit pas. Par 
exemple a = a0 + a1 i 1 + i 2 + i3 désigne le quater nion dont les coor
données sont a 0, al' 1, 1. 

Si, dans l 'expression de a, un terme fait défaut, cela signifie que la 
coordonnée correspondante est nulle. 

Exemple: 

est le quaternion de coordonnées a0 , o, a~ o. 
Si a0 = a1 = a2 = a 3 = 0, le quaternion est dit nul. 

* A. Hurwitz. Z ahlentheorie der Quaternioner~. Berlin, 1919. 
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A l 'exception de la multiplication qui n 'est pas commutative, les 
opérations sur les quaternions suivent les règles de l 'algèbre classique. 

En ce qu i concerne la multipl ication et. la division, on distingue la 
m ultiplication à gauche, la multiplication à droite, la division à gauche 
et la division à droite. 

L es quaternions dont nous venons de rappeler la définition seront 
appelés, dans la suite de ce travail , quaternions à coordonnées rationnelles, 
ou simplement quaternions rationneÙ; \ par opposition aux quaternions 
complexes que nous a llons définir. 

L es quaternions rationnels seront rept·éscntés par des lellres latines 
majuscules A, B, C, lJ, ... 

2. Nous appellerons quaternions complexes des quaternions dont les 
coordonnées sont tirées d'un corps algébrique autr e que le corps des 
nombres rationnels. Dans la présente étude, nous considérerons l'en
semble des quaternions complexes dont les coordonnées sont tirées du 
corps algébrique du huitième degré J,· ( Japqs, -/bqrs, -/erps) , corps 
que nous avons étudié dans la première partie de ce travail ... Le 
corps 1\. ( vapqs, Jbqrs, v erps) sera appelé, dans la sui t e, le corps 
primordial** • , et nous le r eprésenterons par f( . 

Les quaternions complexes à coordonnées tirées du cor ps primor
dial K seront désignés par des lettres grecques majuscules 

A, B, r , ~' ... 

Les coordonnées des quaternions complexes sont donc des nombres 
du corps primordial J(; ces coordonnées seront représentées par des 
lettres grecques minuscules 

a, (3. fi a, .. . 

Enfin, les nombres rationnels seront désignés par des lettr es latines 
minuscules a, b, c, d, ... 

Il résulte de la définition des quaternions complexes q ue l' un quel
conqu e de ces derniers pourra s'écrire 

(2) 

• On entend par quaternions liami/Joniens les quaternions dont les coordonnées 
sont des nombres réels. L es quaternions « rationnels» sont donc des quaternions 
ha milton icns . 

.. D'après cela, un << qua1 erniOJl cotnplcxc u, au sens que nous donnons à ce mot, 
peut être quaternion hamiltonien ou non. 

• • • Nous dirons parfois aussi, simplement, le corps 1(. 
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Les coordonnées c9. s'écrivent (v. 1re par t ie, ch. 1) comme suit: 

(3) 
~i. = ai.,o + a;.,1 .ja.pqs+ u),,2 .jbqrs+ a;.,3 ,lcrps +a!.,1 .jabrp 

+ a.i.,s .jbcpq + ai.,e .j caqr + Ct;.,7 .j abcs 

pour ), = 0, :1, 2, 3. 

3. Addition et soustraction de deux quaternions complexes. Soient les 
deux quaternions complexes 

(4) 

On a 
' ? 

A = a:"+ ~, i 1 + a 2 i 2 + o:.1 i J 

B = Po+ (5, i, + f5~ i2 + {33 ia. 

. A -f- B ::~.,1 -1- (3~ + (oc,+ {31) Î1 + (oc2 + (3~) i2 + (o:a + {33) i3. 

En particulier, le quaternion complexe 

0 - A = - A = - a J -- o:1 1:, - · a
2 
i

2 
- oc3 i 3 

sera dit l'opposé de A. 
On voit que l'addition est commutative et associative. 

4. Produit de deux quaternions complexes. Soient les d eux quaternions 
complexes (4). · 

Si on tient compte des relaLions (1), on obtient 

où l'on a posé 

(5) 

'-"-= o: ~ f>~J - o:l.{3t - o::! {31 - a::f3:l 

;:1 - a:u{31 + o:t {3,, .. +- a:!f3a - - o;:1~2 

ï.2 - ~ .. Pz --· a1{3,, + oc2{3(, + aaf31 
r:,, - a:" (3,: + c>:J f3~ -· "-2 (31 + oc , f3o· 

On voit que AB est, en général, différent de BA. On obtient pour ce 
dernier produit 

(6) 

,Oo - au f3n - o:t {31 - o:z (3. - o:3 f3a 
P1 = al f3u + a,J3J + Cl a {3 ~ - 0:2 f3a 

P2 . O:z f3o -a,. f;J + o:J f3~ + a1113a 

Pa cx.,J3o + oc2 {3, - o:l f3! + ao f3a 

Si AB = BA les quaternions A et B sont dits permutables. 
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5. Conjugués et normes de quaternions complexes. Soit le quaternion 
complexe 

En appliquant successivement au quaternion complexe A le!' per
mutations <p

1
, <p

2
, •• • , <p7 du corps primordia l [( (voir jre partie 

ch. 1. 4), on obtient les quaternions 

ACt) = o:(l) ..L o;(l) i + o;(l) i + o;(l) i 
·o 1 1 t 2 e 3 3 

D'autre part, en changeant les signes des trois dernières coordonnées 
de A, on obtient 

On constate que 

Appliquons aussi au quaternion A les permutations :p
1

, <p~· ••• , <p
7 

du corps primordial [( ; on obtient les sept quaternions 

A (1> = o:<t>- o:<l) i - o:~1> i. - o.W i 
0 11 -- 33 

••••• • •• 0 •••• 0 . 0 •• • •• 0 ••••• • 

A(7) - _ (7) - .-i7) ,· - ~(7) ,: - , ,(1) ; 
- ~0 ~-1 1 v.2 ~ ~.3 •a· 

Formons le produit 

(7) AA A<t)ACt> A<2>A<~> . 

En vertu de la propriété associative de la multiplication, propriété 
qui subsiste pour les quaternions , l'égali té (7) peut s'écrire 

ou encore 

o 1 2 a o 1 ·z 3 • • • ! No (A) = (o:<2> + a(2)+ o:C2> + a(2)) (a(l)2+aC!J2+a<l)2+a<t>2) 

(8) ... ( a~7)2+ai?)2+o:~7)2+ a;')2) . 

Le second membre de l'égalité (8) est un nombre rationnel. Il sera 
dit la norme du quaternion complexe A ; cette norme sera désignée par 
No (A) . 

Ecrivons le produit (7) comme suit : 

No (A) = A (AA<1>A.<1> • • • A<'>A<7>) . 
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Le quaternion complexe 

(9) 

sera dit Le conjugué de A. Il peut s'écrire aussi 

= 
A = (a: - a: i - a i - a i ) (a:Ct)2 + :xCt)2 ..L of,t}2 ..L a:Cil2) ••. 

0 1 1 2 2 3 3 0 1 1 . 2 1 3 

• • • ( 0:~7)2 + 0:~7)2 + o:;7)2 + ~7)2). 

On peut écrire 
= 

AA = AA = N o( A). 

On voit donc que tout quaternion complexe est permutable avec son 
conjugué. 

DéFINITIOl'\. Le produit d'uu quaternion complexe par son conJU-
gué est dit la norme du quaternion complexe considéré. 

On peut énoncer, en vertu de la formule 8, le théorèine suivant : 

TuÉonbm. La nonne d'un quaternion complexe est un nombre rationnel. 
Tuto nÈlltE. La norme d' un produit de quaternions complexes est égale 

au produit des normes des facteurs. 
Soient, en eiTet, les deux quat ernions complexes 

A = a:o + o:t il + o:2 i2 + .x3 i~, 

B = f3u + f3t ii + f3~ i2 + {33 ia. 
Formons le produit 

B= A=- ca - (3 i - {3 i -{3 i ) (f3Ct>4(3(1)2+(3<tl2+(3Ctl2) - t-'o 1 t ~ 2 :l 3 o 1 2 3 

ce qui peut s'écrire encore 

(f3~'l4f3i7)2+J3;7)2+f3;7)2) 

( a~7)2+:.>:~7)2-f-o:~7l2-f-o:~l2) 

) 
B A = (f3Ct)2 + (3Ct)2 + (3Cl)2 + (3Ctl2) ••• ({3(7)2 + {3C7)2 + (3<7)2 + (3(7)!) 

( 1 0) 0 l 2 3 0 1 2 - .:. 

• (o:(1)2 + o:C1)2 + 0:(1)2 + o:( l)2) ••• (o::(7)2 + 0:(7)2 + 0:(7)2 + 0:(7)2) B A. 
·o 1 2 3 o 1 2 s 

Or, on a 

où les 7!). ont les valeurs(5). 
Si on désigne par 7! le produü d~s quat orze premiers facteurs du second 

membre de (10), l'égalité (10) s'écrit 
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D'autre part, on a 

A-B - (~ - ..,. i -- i - - i ) (-Cl)~ + TI(l)~ + r:11)2 -1- ï(l)2) - '·o '"1 1 ' •2 ~ ' · :t 3 '·o 1 2 • ·a 

(
.,.(7) 2 + -,, (7)2 + -,, (7)2 ...L. .,., (7)2) 

• • • • "o ·1 · 2 1 ·a ' 

ce qui peut s'écrire, tous calculs faits, 

AB = (rro- T.t il - T.z i2- ira ia) ;r· 

On a donc finalement = --
AB= BA 

La norme d'un produit peut donc s'écrire 

No (AB)= (AB) (AB) =ABBA = A(BB)A =A ·No(B) ·A= No(B). AA 
d'où No (AB) =No (A) · No (B). 

Le théorème est ainsi démontré pour deux facteurs ; par le passage 
den à n + 1., on le démontrèrait pour n facteurs . 

6. L'ensemble des quaternions à coordonnées tirées du corps pri
mordial ]( forme un anneatt de quaternions, ou un domaine numéral, 
que nous désignerons par O. Si 0 contient le quaternion r il contient -::: = ' 
aussi son conjugué r tel que rr soit rationnel. 

7. DiPiseurs de zéro. Un quaternion complexe A, différent de zéro, 
sera dit un diPiseur de zéro si sa norme No (A) est nulle. 

La norme de A s'écrit (formule 8) 

No(A ) = (o.:~ + o.:i + o.:; + a;)(o.:~1)2 + o:~1l 2 + ~~1J2 + o:~1J2) 

••••• ( 0:~7)2 + 0.:~7)2 + 0:~7)2 + 0.:~7)2). 
Si le corps K est réel, o:,1, o.:1, o.:, et o.:3 sont réels ; les nombres o;2 ~2 

&. ·o' ""'"1' • • • 
sont positifs et on ne peut avoir No (A) = 0 que si l'on a 

O.:u = o.:l = o.:~ = o.::, = O. 

Autrement dit, si No (A) = 0, on a aussi A = 0, et A n'est pas un 
diviseur de zéro. 

il ne peut donc y aPoit des diPiseurs de zéro que si le corps primordial 
K est imaginaire. 

TBtombtE. Si A est un diPiseur de zéro, dans le domaine numéral Q 

il existe toujours deux quatemions complexes B :r= 0 et r :r= 0, tels qtt; 
l'on ait 

AB= 0 et 
rA= o. 
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Démonstration. F ormons le produit AB, on a (v. § 4) 

AB = ï.u+ '-1 il -1- ï." i2 + Ï. 3 Îa 

où ï.0 , ;:-1 , "~ et ï.,1 ont les valeurs suivantes (v. formules 5) : 

(10) 

1 

'ITo = at,f3u- o:1{31 - 0:2~~- :r.3 ~a 

'-1 = :r.l ~o + a~ (31 - :r.3 f3~ + o:2 {3, 

;:2 = O:z,Bo + o:a(31 + O:o ~~ - o::J /3a 

;:3 = o:3{3,, - a:~(3l + a:lf3~ + 0::" (3;\' 

Si le produit AB est nul, on a 770 = ;:
1 

= ï.~ = r.,, = 0, c'esL-à-dire 

o::of3u - o:l{3J - a~(32 - o::3f3a = 0 

al f3o + o:" (31 - ·O:a f3~ + C1..2 (33 = 0 

o:2 f3o + a: a f3t + o:~ f3~ - o:1 (3, = Û 

a:!lf3u - o::2(31 + o:tf3~ + ct.of3~ = O. 

(11.) 

1 
Pour qu'il existe un quaternion B = (3 + (3 i ..L a i. + (3. i .. :r!= 0 et tel 

- 0 1 1 1 1"2 - ~· ... 
que AB= 0, il faut que le système (11.) de quatre équations linéaires 
à quatre inconnues {30, f3v {32 et (33 admette une solution ((3,, (31, {32, {33) 
non nulle ; et pour cela le déterminant tl des coefficients des inconnues 
(3). doit être nul. En d'autres termes, ou doit avoir 

(12) 6. = 
Cf..p + o:~, - o:,!l + 0:~ 
a~ , + o:3, + o:m - o:J 

da: - :Y.2' + o:J, + O:u 

- O. 

Or, le déterminant (12) a la valeur suivante: 

(13) L.\ = (a;+ ai+ o:; + o:;t 
Comme, par hypothèse, A est un diviseur de zéro, sa norme est nulle, 

donc 

1 

N 0 (A) = (o:2 + a2 + a:; + az) (o:(l>2. + a:<* + o:~t)Z + o:~1)2) ••• 
( 14) 0 1 - 3 0 1 -

.. . (a~7)2 + ai7)2 + o:~7)2 + a~1>2) = O. 

L'un au moins des facteurs du second membre de No (A) doit êtTe 

nul. Supposons que l'on ait o:<r>z + o:<r>z + a<r>z + o::(r)e = 0 et posons 
() '! 2 3 

fJ _ o:~r)2 + air)e + Cf..~r)2 + o:~>z. • 
On peut écrire, puisque (J fait partie du corps primordial K (votr 

1re partie ch. 1. 1), 

e = a0 +al vapqs + a2 Vbqrs + ..• + a7 v;;bc;. 
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Puisque 8 est nul, on a a0 = a 1 = a2 = .. . = a, = 0 et , par suite, 
les autres facteurs de No (A), facteurs qui sont les conjugués de (j dans 
le corps J<., sont nuls aussi. 

Réciproquement, si l 'un quelconque des facteurs du second membre 
de l'égalit é (14) est nul, c'est que l 'on a 

a
0 

= a
1 

= .. . a, = O. P ar suite 9 = 0 et tous 

les conjugués de (J sont nuls. 

Conclusion. Si la norme No (A) = 0, on a a~ + a~ + a; + a; = 0 et, 
par suite, .Il = O. Réciproquement, si Ll = 0, on a a~ + a;+ a; + a! = 0 
et, par suite, No (A) = O. 

Donc, si A est un diviseur de zéro, il existe un quaternioJJ complexe 
B ~ 0 tel qu e l'on ait AB = O. 

Si nous posons maintenant 

r - ïo + 11 il + 12 i2 + ·13 ia 

et que nous formions le produit r A, on a 

(l) 

rA = ?o + hit + Pzi2 + Pai3 , où l'on a posé (v . formules 6) 

Po= aoïo- a1Ï1 - a 2Ï2- 0:3i'a 

P1 = altO+ a o/1 + U.a(z - 012/a 

Pz= a zïo - a a/1 + aoïz + 01t / a 

h = O::s i'o + 01 z /1 - Ct.t/2 + O:o(a 

Pour que r A = 0, il faut Po = Pt = P2 = Pa = O. Pour qu'il eJ..'"Îste 
un quaternion r ~ 0, mais tel que l'on ait simultanément 
Po = p

1 
= ?z = Pa= 0, il faut que soit nul le déterminant des coeffi

cients o:À, dans les quatre équations linéaires à quatre inconnues obte
nues en égalant à zéro chacune des quatre égalités (I) ci-dessus . Or, 
ce déterminant n'est autre que Â = (a:~ + et.î + a:~ + a:i) 2

• On voit, 
comme dans Je cas du produit AB, que quand A est un diviseur de 
zéro, le quaternion r existe tel que r A = O. 

8. Réciproque d'un quaternion complexe. Désignons par A un quater
nion complexe non nul du domaine numéral O. Si A n'est pas diviseur 

de zéro, nous appellerons réciproque de A le quaternion __.!.__ A, et 
1 = . , No(A) 

nous e'crirons - - A == A-1 • On vOit que 1 on a AA-I = A-i1\ _ 1 
No(A) - ~'" - · 

9. Division des quaternions complexes. Soit A un quaternion complexe 
non nul et qui ne soit pas diviseur de zéro. Si l 'on a 

AA = B, 



-79 -

A est dit le quotient à droite du quaternion B par le quaternion A. On a 

A = BA-1• 

Si , au contraire, on a la relation 

A0=B, 

E> est dit le quotient à gauche du quaternion B par le quaternion A et 

0 = A-1B. 

On voi L que les quotients à gauche et à droite sont en général 
difJérents. 

10. Pm·mutations du domaine numé1·al O. Adjoignons au quaternion 
cornplexc A du domaine 0 , d'après une règle quelconque, un quater
ni on f (A) ; la substitution 

(A, f (A)J, 

rés ullat. du remplacement de A par / (A), s 'appe1Je une permutation du 
domaine 0 si, par l 'emploi de cette substitution , tout e égalité entre 
q uaternions reste vérifiée et si , en outre, les quaternions /(A) ne sont 
pas Lous nuls. 

On voit immédiatement que l 'on a le théorème suivant: 

TH ÉO n 1b t E. Les huit permutations 'Po, 'PP .... q>
1 

du corps primor
dial /( (v. ch. !. 4, première partie) sont également des permutations du 
domaine numéral O. 

j 1. Nous avons encore à introduir e les définitions suivantes : 

1. Etant donné le quaternion complexe 

(16) A - O:o + a:l il + O:z iz + 0:3 i3' 

à coordonnées t irées du corps primordial [( , nous appellerons conjugué 
relatif de A, et nous désignerons par A, le quaternion complexe 

(17) 

II. Nous a ppe1lerons norme relative de A, et nous désignerons par 
n (A), la quantité 

(18) n(A) - AA = AA = a:~ + a:i + a:;+ a:i. 

La norme r elative d'un quaternion complexe est un nombre du corps 
primordial I<. Nous la désignerons aussi par la let tre grecque minuscule 
corr esp ondante comme suit : 

n (A) a: , n (B) {3 , et c .... 
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LE QUATEHNIOf' COl\IPi,EXE ENTIER. 

Un quaternion rationnel est dit entier • quand "il peut être mis sous 

la forme suiYante: 
A = a0 p + a 1 i 1 + a2 i 2 + ft3 1:3 , 

où a
0

, a.l' a
2 

et a-
3 

sont des entiers ordinaires, et où l'on a posé 

(21) 

Désignons par 

une hase des entiers du co1•ps primordial J( (v. {re partie, chap. Il). 
Tout quaternion complexe à coordonnées tirées du corps primordia l [( 
pourra dès lors se mettre sous la forme suivanle: 

(22) A = .4.0 rila + A 1 c.J 1 + A 2 I'J>~ + . . . + A.1 rJ)1 

où les A), sont des quaternions rationnels . 

Définition. Le quaternion complexe (22) sera dit un quaternion com
plexe entier, si les sept quaternions rationnels A 0, • •• , A 1 sont des qua
ternions rationnels entiers. 

Le quaternion complexe (22), supposé entier, peut s'écrire, en vertu 
de la définition précédente, 

A = (a<o>o+a<o>i + a<o>i + aio) i) c.> + (a<l)p + a<1>i + a<t>i ...L a.(lli), > + o ,- 1 1 2 2 a 3 o o 1 ~_ 2 ~ o 2 •3 
1 

1 

+ (a<1>o-l--a<7>i + a.<7>i +a<7>i) '•> • • • 0 1 ' 1 1 2 2 3 3 , : 

ce qui peut s'écrire 
(23) A = a

1
,p + a 1 i1 + o:2 i2+ aa Î3 où l'on a posé 

(24) ) 

~ := a,(O) (J) + a,(l) 'Il + • • • -l- a,(7) r,) 
v.n - 0 U 0 1 ° 0 7 

~ == a<o> 1,) + a .(l) r,J -1- •.. -,' aJ?) ''> 
Vol - J 0 1 J J 7 

0: ===: a(O) IJ) + (1,(1) Ir) + • • • + a.(?) (J) 
-2- 2 0 2 1 2 7 

· ~ = a<o> Ir) --1-- a.<tl 'JJ -1- . •. 1
1
- a<7> r1> 

\ ~-::- !J 0 ° 3 l 3 7' 

On vo.it que les quatre nombres o:0, a" a~ el aa sont des entiers dans le 
corps primordial I<. 

Soit A le quaternion (22) et désignons, comme plus haut, par A le 
conjugué relatif de A. On vérifie que l 'on a 

(25) A= o:0 p- (o:0 + al) il - (o.o + o:2) i2- (o:o + a3) i3. 

On a, pour la norme relative de A, 

{26) n (A) = a~ + a~ + a; + o:i + ao ( «1 + a 2 + a 3) . 

• Voir A. Htnwi1z, 7-ahlentlteorie der Quaternionen. 



CHAPITRE If 

Les idéaux dans le domaine numéral n. 

1.2. Soit o un idéal du corps primordial]( (,lapqs, ,fbqrs, Vcrps) . 
Nous appellerons idéal du domaine numéral 0 , et nous représenterons 
par ~1 id loi, l 'ensemble infini de quaternions complexes entiers 

(27) A= o:11 p + o:1 Î1 +a:~ i~ +a:~ in 

donl les quatre coordonnées a:0 , o:P a:2 eL a:3 parcourent, indépendam
ment les unes des autres, tous les nombres de l'idéal o. • 

Dans l'expression (27}, pest égal à 

1 +il + i~ + i: 
2 

13. L'idéal ru- . id loi du domaine numéral Q sera dit un idéal prin
cipal, si o est un idéal principal (a:) dans le corps primordial K Nous 
écrirons, dans ce cas, 
(28) ~ idl(a:}l. 

Il résulte de la définition de l'idéal principal dans le domaine numé
ral 0, que tous les quaternions de l'idéal (28) sont de la forme 

A (1= + ~ . + ;- . i:' • = a: "0 p çl tl ;2 t2 + "'3 t~) 

où ~0, ~ 1 , ~2 et ~3 sont des nombres entiers du corps primordial /(. 
Exemple : ~ id J(2)1 contient tous les quaternions entiers dont les 

quatre coordonnées sont des multiples de 2 dans le corps primordial_/(. 
E n d 'autres termes, ~). (). = 0, 1, 2, 3) désignant des nombres entters 
quelconques du corps primordial I<, tous les quaternions de l'idéal 
~( = id 1(2)1 du domaine numéral n ont la forme 

• Voir Boris Seitz: Sur l'arithnomie des nombres de W eierstrass généralisés et M 
quelques systèmes de polytettarions complexes. Thèse, page 20, définition de « l' idéal 
diagonal "· 

6 
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n suit de là que tous les quaternions de l 'idéal Q( - id )(a) ! sont, 
dans le domaine numéral 0 , des multiples de a. Nous écrirons aussi 
l'idéal ~ dans ce cas 
(28) ~ = (a) . 

Remarquons qu 'un quat ernion complexe enti er quelconque A = 

a0 p + a 1 i1 + a 2 i2 + a 3 i 3 détermine toujours un idéal du domaine nu• 
méral 0 , savoir: 

(29) 

C'est l 'ensemble de t ous les quaternions dont les quatre coordonnées 
font partie de l'idéal a (a0, a1, a 2 , a 3) du corps K. Si trois des coordonnées 
de A sont nulles, par exemple a 0, a 2 et a 3, le quaternion A devient 
A= a1 i 1 et l 'idéal~ s'écrit 9( id )(a1 }! ou ~( (aJ Dans la suite de 
ce travail, nous représenterons par (A) l'idéal (29) déterminé par le 
quaternion A. • 

14. Définition. Quand un quaternion A fait partie de l'idéal ~(, nous 
dirons que A est congru à zéro modulo 91 et nous écrirons 

A - o mod IlL .. 

15. Produit de deux idéaux de quaternions complexes. Soient 12( et 58 
deux idéaux du domaine numéral n et posons 

~ id )al et 58 id jo!. 

Nous appellerons produit de ces deux idéaux l'idéal 

Œ - id )cj 

comprenant tous les quaternions, et ceux-là seulement, dont les quatre 
coordonnées appartiennent à l 'idéal c . ab, du corps K. On voit que la 
multiplication des idéaux, ainsi défime dans le domaine numéral 0 , 
est commuta.tifle et a.ssocia.tifle. 

'* Soit un quaternion rationnel entier A :§': aop + a1 ~1 : Gz i~ + as i3• Considér6 
co~e un quaternion du domai~e 0 , :4- détermme un Ideal 2I == id !.(a?, a1 • a2 , as) l· 
L '1déal (a0, ~ . a2 , as) du corps pr1mordral J( est, d~ns ce corps, un 1deal principa l 
(d) où d est le pgcd des nombres a0 , CL}, az ~t a3 prJs dans l ~ur ensemble . 

.... Dans la théorie classique des idéaux, S l un nombre cr. ftut partie d 'un idéal a, 
on écrit 

a :== O mod a. 
En écrivant 

A ::: 0 mod 2!, 

nous généralisons la définition admise dans la théorie classique des idéaux. 
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16. Divisibilité. L'idéal ~~ id )n! sera dit divisible par l' idéal 
~- id lb! s'il existe un idéal <i id )cl t.el que l'on ait 

~( = Ci~. 

On a alors, dans le corps primordial K , 

a= cb. 

PnOPRIÉTÉS l>ES tl>ÉAUX. 

17. T 11 t o tubt E . La sonune el la différence de deu.-v nombres A et B de 
l'idéc,l ~( id lai font partie de cet idéal ~(. 

E n effet, posons 

A - ao P + al il + C'.z i~ + a3 i3 > B - f3o P + {31 i1 + f3z i2 + {33 i3 • 
Puisque, par hypot hèse, A et B sont tous deux contenus dans 21, 

on a 

(30) a, = 0 mod a et. {3, = 0 modo pour r = 0, 1, 2, 3. 
Or, on a 

A + B = (a0 + {30) p + (a1 + {31) i 1 + (a
2 
± {32) i2 

+ (a 3 + {33) i3 
et J'on sait , par la théorie des idéaux de corps algébriques, que les 
congruences (30) entraînent 

a, + {3, _ 0 mod a ; par suite 

A + B = 0 mod ~{. c. q. f. d. 

18. TuÉonrDtE. Si un quaternion complexe entier A = a
0
p+ «

1 
i
1
+ cxt i

2
+a

3 
i

3 

du domaine 0 fait pat·tie de l' idéal ~. les produits à droite, AB, et les 
produit.s iL gauche, BA, de A par un quaternion entiet· quelconque B de 0, 
sont également contenus dans l' idéal ~. 

En cfret, A = 0 mod ~l entraîne «r = 0 mod a, pour r = 0, 1, 2, 3. 
Or, Jcs coordonnées des produits AB et BA sont des combinaisons 
linéaires, ~l coefficients entiers, des coordonnées a a a et a

3 
avec les 

0> l l 2 

coordonnées de B (v. § 4, ch. I). Ces combinaisous linéaires sont donc 
des nombres de a et par suite AB et BA font partie de l'idéal m. 

19. THÉOR ÈME. Soit ~ - id loi un idéal du domaine n. Si cet idéal 
contient le quaternion entier A , il contient aussi le conjugué relatif A et la 
norme relative n (A) de A. 

Démonstration. Soit. A _ a0p + a
1 

i
1 
+ a

2 
i

2 
+ «

3 
i

3 
un nombre de 

J'idéal ~( ; on a dès lors 
A_ 0 mod ~ 

a,_ 0 mod a, 
e l on en déduit 

pour r = 0, 1, 2, 3. 
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L'idéal a contient aussi les nombres 

qui sont précisément les coordonnées de A (v. § 11). Ce dernier quater
nion fait donc partie de l'idéal lU ; en vertu de la définition de la norme 
relative (§11) et du théorème 18, n(A) = AA fai t également part ie 
de l 'idéal SU. 

20. T HÉORÈME. Tout idéal du domaine n admet ttne BASE, c'est-à-dire 
que l'On peut toujours trOUYer dans l'idéal huit nombres l 

1
, l 

2 
, • •• 

1 
f' ~ 

tels que tout autre nombre de l' idéal considéré puisse se mettre sous l.a forme 

xlrl + x2r~ + ... + xsrs' 
où les X, désignent des quaternions rationnels entiers. En outre s i 
SU - id la!, et si l'on désigne par Ït, { 2 , •• • , { , une base de l' idéal o. du 
corps K , on pourra poser 

. . . , r~ = l a . 

Démonstration. Soit de nouveau 

A - " oP + " 1 il + "~ i2 + "a i~ 

un nombre de l'idéal SU id !al ; on peut donc écrire, en vertu des 
hypothèses faites , 

~, - , .(r) ".. + x<•> ") + + x<•> ".! v.r - '" 1 1 1 2 1 2 • • • • 8 1 8 pour /' = 0, :1, 2. 3. 

les x~~> étant des nombres entiers ordinaires. Dès lors, on a 

A = ('v~o)Ït+ ... +x~o>ls) p+(-v~t)"/t+ ... +x~t)ï~) it+ .. . + (x~a>(,+x~z>72+ ... +:r;~a>ls) ia ' 

ou encore 

(31) A = (x<o>r.n-x<t>i +x<2>,; +xca>i.) ".. + ... +(.z<o>p+x11\+:t!2li +x<a>i ) '1 1 1 1 1 1 ~ 1 ·' ( 1 8 8 8 2 . 8 ~ 1 s . 

Tout nombre de l 'idéal ~1 peut donc se mettre sous la forme (3'1. ) 
et , d 'autre par t, tout nombre de la forme (31) fait par tie de l' idéal \}(. 

Les quaternions qui figurent dans les parenthèses au second m embre ......: 
de l 'égalité (31.) sont des quaternions à coordonnées x~11' rat ionnelles 
entières ; par suite Je théorème est démontré. 

21. TaÉORÈ!Il E. Si ~( id 1 o 1 est diYisible par ~ id 16 1, tout qua--
ternion A de SU fait partie de ~. 

Comme dans la démonstration du théorème (1.9) on a, dans le corps 
K , les congruences suivantes : 

o:, = 0 mod a pour r = 0, 1, 2, 3. 
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D'autre part, '2( étant divisible par ~ on a , dans le corps K , 
a = 0 mod (>. 

Dès lors, tout nombre de a fait partie de &. On en conclut que 
ccr = 0 mocl 6 et, par suite, que A = 0 mod 18, ce qm démontre le 
théorème. 

22. THÉORÈME. Etant donné un idéal 91 du domaine 0 , il existe dans 
0 un idéal\8 tel que le produit IJ.(\8 soit un idéal principal. 

P our le démontrer, posons 
~( id jn j. 

On sait t rouver dans le corps K un idéal a-l t el que aa-1 = (cc). 
P osons donc 18 id ln-11, et l'on a ura ~H8 = id j(o:) j. 
Nous écrirons par analogie 

~-~ id jn-11 
et l' idéal ~(-1 sera dit le réciproque de l' idéal 91. 

23. ToÉOIIbtE. Un quaternion complexe entier r ïoP+rlil +rzi2+tai3 
ne peut être contenu que dans tm nombre fini d'idéau,x du domaine numé
ral O. 

Supposons qu e l'idéal SU - id 1 a 1 contienne la norme r elative de r , 
soit n(r) = ~~ + ri + 7 ; + 7; + ï'o ({1 + ï'z + /a)· On sait * que 
cc nombr e n (r ) n 'est contenu que dans un nombre fini d'idéaux du 
corps primordial J( . Or, tout idéal contenant r contient aussi n(r) 
(v. t h . 19) ; le nombre des idéaux du domaine 0 contenant r est dès 
lors au plus égal à celui des idéaux du corps K contenant n(r) ; ce 
nombre est do nc limité. 

LA OÉCOJIIPO S ITlON M U l.TlPl. JCATlVE OES ID ÉAUX DE QU ATERN IONS 

CCJIIPl.EXES. 

24. TH ÉORÈME. Un idéal du domaine numéral 0 n'est divisible que 
par un nombre fini d'idéaux du même domaine. 

En cft eL, soi L ~( id 1 n 1 un idéal du domaine 0 ct 58 id 1 b 1 un 
div iseur de ~(. Désignons par A un nombre de 91; d'après le théorème 
(21) on a A = 0 mod 18. Or, A ne pouvant être contenu que dans 
un nombre fini d ' idéaux, le nombre des div iseurs 18 de SU est limité. 

25. Tn i::onÈME. Soient ~. 18 et <r trois idéaux dtt domaine numéral 0 ; 

l'égalité 
'2118 = ~((1 entraîne 18 = Œ. 

• Voir D. Hilbert, op. cit., chap. Il. 
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On le voit en multipliant à gauche par Il(-•, ce q ui donne 
Ç)_(-L \)(58 = \l(-1 \2((1, 

puis en posant 
ll(-l 2{ id 1 {o:) 1 = (o:). 

On déduit de là 
(o:) 58 = {o:)Œ. 

Les définitions des § 12 et 13 permetten t de passer a ux coordonnées , 
c'est -à-dire de ne -plus opérer que sur des idéaux du corps a lgébrique {( , 
et l'on sait * que, dans ce domaine, a& = ac entraîne & = c. 

26. THtonÈME . Si tous les nombres d'un idéal W = icljo 1 sont congrus 
à zéro modulo un idéal 18 id l & 1' l'idéal Il( est di(Jis l:bte parl'icléal m. 

Soit de nouveau - . + . -L . 
A = o:op + o:• t• o:~ 1'2 ' o:3 1·a 

un quatern ion de l'idéal llf, qua ternion arbitrairement choisi mais fixe. 
De l ' hypothèse, combinée avec les définitions précédentes, on conclut 

o:r = 0 mod &, pour r = 0, 1, 2, 3. 

On en dédui t a = 0 mod & cl, par sui te, 

\l( = 0 mod 18. 

27. Soient 2! et 18 deux idéaux du domaine numéral O . Désignons 
par SD un idéal contenant tous les nombres de Il!, tous ceu~ de $S ainsi 
que toutes les combinaisons linéaires de ces nom bt•es faites à l'aide de 
quaternions complexes entiers de o. n r ésulte du théorème 26 que les 
idéaux Il( et 18 sont tous deux divisibles par l'idéal $!.) . 

Considérons d 'aut re par t un idéal du domaine 0 qui, en plus des 
nombres de Ile, de ceux de 18 et de leurs com binaisons linéaires 
co nt ienne encore d 'aut res nombres. Ce nouvel idéal est un diviseur d~ 
$!.). Dès lors, par analogie avec l'arithmétique ordinair e, nous posons 
la défi nition suiva nte : 

Définition. L'idéal Si) est le plus gra nd commun d iv iscu1' des idéaux 
~( et 5B ; nous le désignerons par la nota ti on {llf/~) . 

28. Si ID = id j b 1 est le plus grand commun diviseur des deux idéaux 
Il( id la 1 et <a --· id j6!, l' idéal b est, dans le corps K, le plus grand 
commun di(Jiseur des idéaux a et &. En effe t, dans le domaine 0 
Si) cont.ient tous les nombres de llf et tous ceux de ~. on en conclu; 
que, dans Je corps primordia l I<, l' idéal b contien t tous les nombres de 

a el tous ceux de b. 

• Voir D. Hilber t, op. cit., chap. I l. 
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29. Définitions. I. L'idéal unité dans le domaine 0 des quaternions 
complexes est l 'idéal U id 1(1)1 (1). Cet idéal contient. le nom-
bre 1 et, par suite, tous les quaternions entiers de O. 

II. Un idéal ~ id lVI de 0 est dit un «idéal premier ll si, dans 
t.out.es les décompositions possibles de ~ en un produit de deux 
facteurs idéaux, l'un d'eux est toujours l' idéal unité. Il résulte des défi
nitions posées que l'idéal p est premier dans le corps primordial K. 

30. TuionbtE. Si le produit Ill~ de deux idéaux du domaine 0 est 
divisible par un 1:déal premier ~. l'un au moins des facteurs est divisible 
par <;p. 

Démonstration. Prenons 

~{ - - id loi; m _ id!&!; 

Dans le corps J(, p est un idéal premier. Il ressor t. des définitions 
posées que si ~(~, dans le domaine 0 , est divisible par ~. ab doit être 
divisible par \) dans le corps J(; et l'on sait par la théorie classique 
des corps a lgébriques qu.e, dans ce cas, a ou b est divisible par p. 
On a donc l'une des trois alternatives suivantes : 

a =0 mod p, 
b =0 mod p, 
o = 0 mod \> et b _ 0 m od j), 

ce qui entraîne 
ce qui entraîne 
ce qui en traîne 

~(=0 mod ~; 
~- 0 mod ~; 

~{ = 0 Q3 = 0 mod ~ . 

31. TnÉoRÈME FONDA!IIENTAL. Tout idéal ~ du domaine numéral 0 
peut être décomposé, et cela d'une seule manière, en un produit d'un nombre 
fini d'idéaux premiers du domaine O. 

Démonstration. Tout d 'abord, dans une décomposition mult iplicative 
de l 'idéal ~( , le nombre des facteurs est limité, en vertu du théorème 
24. Supposons que l'on ait obtenu les deux décompositions suivantes 
en produits d'idéaux tous premiers : 

~ = 1.)31 ~2 • • • • · ll3r i 
121 = 0102 . . . .. o •. 

L'idéal ~( est donc divisible par l'idéal premier 0
1

; en vertu du théo
rème 30, l'un des idéaux 1.13~:, par exemple ~1, sera divisible par 0

1
• 

Mais \13 1 étant un idéal premier, on doit avoi1• ~~ = 0
1

; il reste alors 

~~q33' ·••li3r =0203 ' • •• O •. 

En répétant le r aisonnement ci-dessus, on voit que chacun des idéaux 
0, se t.rouve parmi les idéaux ~1: et vice-versa. 

Le t héorème est donc démontré. 



CHAP lTRE III 

Les congruences suivant un idéal du domaine numéral O. 

32. Des définitions posées plus haut, il résulte que 

1. tout entier du domaine 0 est congru à lui-même su ivant un 
idéal quelconque, puisque tout idéal contient le nombre zéro . 

2. la congruence A = B mod SU entraîne B = A mod 9( ; ' 
3. deux entiers congrus à un même troisième mod Il{ sont con

grus entre eux mod IJ1. 

Ces trois propriétés permettent de répartir tous les quaternions com
plexes entiers du domaine 0 en classes modulo 91, en mettant dans une 
même classe tous les nombres congrus à u.n même idéal et, par suite, 
congrus entre eux. De cette façon, tout ent1er du domaine 0 se trouve 
faire partie d'une classe et d'une seule, suivant le module ~(; on peut 
prendre, pour repré.c;enter une classe, un nombre quelconque de cette 
classe. Si l'on choisit un seul nombre dans chaque classe, on obtient un 
système complet de restes suiYant le module ~(. 

Définition. Le nombre des quaternions d'un système complet de restes 
modulo Il( est dit la nonne de l'idéal ~. On la représente par No (Ill). 

33. TJr Éon ÈME. Pour que deux qttaternions complexes entiers du do
maine numéral 0 , par exemple 

A =- O:o D + 0:1 il + O:z i2 + a3 i3 et B . - f3uP + (31 il + (3. i. + {3 i r • • 3 3' 

soient congrus suiYant un. idéal IJ1 id 1 al, il fa~t et il suffit que l'on 
ait, dans Le corps primordwl I<, les congruences suwantes : 

O:). = (3). mod a pour ). = 0, 1, 2, 3. 

Démonstration. 1) La condition est nécessaire, car pour que l'on ait 
A= B mod ~C, il faut que A-B- 0 mod lU. 
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0r, A - B = ta~- {?;0) f + (:::c1- {31) Ï1 +(a~ - (3~) Ï2 + (a3- (33) i3. 

11 faut donc que l'on ait 

a, = (3, mod a pour r = 0, 1, 2, 3. 

2) La condition est suffisante car, si a,_ ~r mod a pour r = 0, 1, 2, 3, 
l'idéal a contient a,- (3, pour r = 0, 1, 2, 3, et on a 

(a0 - ,f3.,) p + (a1 - {31) i 1 + (a2 - {32) i 2 + (aa- ~3) i3 = 0 mod 9!. 

Or, le p_rcmier membre n'est autre que A - B, et le théorème est 
démon tré. 

34. T u toni;11n:. Soit donné, dans le domaine 0 , un idéal~ id 1 al ; 
désignon$ par n~: (a) la norme de l'idéal n dans le co1·ps f(, c'est-à-dire le 
nombre des éléments d'un système complet de restes modulo a dans le 

corps ]( ; je dis qtt'un système complet de restes modulo 91, dans le do
maine 0 , comprend (n~:(n)]4 nombres. C'est la nor me No(~) de l'idéal 
de quaternions complexes 9.(, et nous écrirons No (~) = [n~: (a)]4 • 

Démonstration. Soit A a 0,o + ~ i 1 + a2 i2 
+ a

3 
Î

3 
un quaternion com-

plexe entier du domaine 0 ; faisons parcourir aux coordonnées aT) in
dépendamment les unes des autres, les n1: (a) nombres d'un système com
plet. de restes modulo a. On obtient ainsi (nt (a)]4 quaternions. On voit 
tout de suite qu'ils sont incongrus entre eux mod ~ où ~ id )al et, 
de plus , que tout autre quaternion ent ier de Q est congru, modulo ~. 
à l 'un de ces [nk{a)]• quaternions. 

35. TnÉORÈliiE. Soit n (\') = pe la norme de l'idéal premier p dans le 
corps J(; on a , dans le domaine 0 , No(~) = p•o. 

Cela résull.e du t héorème 34. 

36. Tn tonÈME. Si A= B mod Ill et r = d mod 'J(, on a aussi 

(32) A + r _ B - 1- ~ mocl ~. 

Pour le démontrer , posons 

~ = id 1 a 1, A aop + al il + a2 i2 + Ct.3 Ï3, 

r - 7oP + Yt il+ 1'2 i2 + Ys ia, 

De A = B mod ~' on déduit 

B f3oP + (31 it + ~~ i! + (33 i3. 
~ - - aoP + al il + 02 i2 + 03 i3. 

(33) a,=f3, mod a, pour r = 0, 1, 2, 3. 

De r = ~ mod ~.on déduit 

(34) ï r = a, mod a, pow· r = 0, 1, 2, 3. 
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Les congruences (33) et (34) donnent, en vertu des propriétés con
nues des congruences dans les corps algébriques, 

a, + /r = (3, + o, mod a, 

d'où r ésultent les congruences (32). 

3ï. T H É ORÈME . Il est permis de multiplier à droite et à gauche, par un 
quaternion entier quelconque du domaine 0 , les deux membres d'une 
congruence suiyant un idéal de O. 

Car, si A= B mod ~~ on a A - B - 0 mod ~ et, en vertu du t héo
rème 18, les q uaternions 

M (A-B) et (A-B) M, où M représente un quaternion entier de O, 
sont congrus à zéro modulo ~. quel que soit l'entier M. U en résulte 
bien 

MA= MB et AM=BM mod ~-

38. TH ÉORÈM E. Il est permis de multiplier membre à membre, à droite 
et à gauche, un nombre fini quelconque de congruences suiYant un même 
idéal du domaine 0 . 

Soient les deux congr uences 

(35) A _ B mod \l( el r = ti mod ~-

Ecrivons explicitement les quaternions qui figurent dans les con
gruences (35) : 

A tX0 fJ +a1 Ï1 + o:2i2 + o:ais= ~ [ a o +(o:o +2a t)il + (o:o + 2o:2)i2 + (o:0 + 2o:
3
)i

3
} 

B - {3Qp+{31 i 1 +{33i2 +{33i3= ~ [f3o +({3o+ 2{31)il -f-({3o+2{3
2
) Ï

2
-f-({3

0 
+2{3

3
)i

3
} 

r loP+rtil +12iz+ 1ais = ~ [!o+(yo+ 2ï~) il+(yo+2yz}i2+( ro+2/
3
)i

3
} 

a - oop+olil +o2iz+oaia = ~ [ao+ (oo+ 2ol)ix+(oo+ 2o2)i2) +(oo+ 2os)iJ 

Effectuons les produits Ar et Ba en appliquant les formules (5) . On 
obtient, tous calculs faits, 

Ar = (o:0y0- 0:0{ 1-0:o{2-o:o{a- a:tlo-2o:ltt- a2i'o-2a2lz-o:
3
y

0
-2o:

313
) p 

+ (0:0{ 0 + a0{ 1 + O::u{a + O:ti'o +o:lf t + 0:2f'o+ 0:2/2 + 0:2/a -o:3)'
2 
+ o:

3
/

3
) i

1 
+ (ao/o + ::Y.o/1 + O:o/2 -f-o:lfl- :xlf3 + O:z(o -f- o:z/'2 + o:3to + 0:3)'1 + 0:3{ 3) i: 

+ (aolo+ o:or2+ a:ora + ztro+o:tft + x,y2- :r.2ft + 0:2/a + 0:3{ 0 
+ a 3{3) Î3 
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et de même 

Bll = (f3i50- {30o1- f3i5'!- f3o1\- {3/50-2(3.Q1-f3i3o- 2f3i32-(33o0-2(33o3) p 

+ (f3ooo+f3oo~+f3oo3+f3èo+f3lol +f3zoo +f32o2 +f32oa- f3aoz +f3aos) il 
+ ((3i>o+f3o1Sl +f3ooz+f3A-f3t0s + (32oo + f3zoz + f3aoo +f3A + f3aos) iz 
+ (f3ooo+f3ooz+f3oo3+(3loo+f3t0t +f3toz-f3A +f3zo2+f3a~o+f3ao,) i3. 

Or, on peut écrire, en vertu des congruences (35), 

ar = {3, mod a pour r = 0, 1, 2 3 ; 

{4 = 04 mod a pour s = 0, 1, 2, 3. 

li en résul te, en vertu des propriétés connues des congruences dans 
les corps algébriques, 

(36) a, ys= f3ri5s mod a pour r et s = 0, 1, 2, 3. 

Si on forme alors la difiérence Ar- Btl, on voit que l'on a, en 
vertu des congruences (36), 

Ar - Bil = 0 mod ~.( 

d'où 

Le théorème, ainsi démontré pour le cas de deux congruences, 
peut être étendu à un nombre quelconque de congruences. 

39. TnÉORÈME. Quand deux quaternions complexes entiers sont congrus 
entre eux suif,ant u.n idéal ~( , lew·s conjugués relatifs et leurs normes 
relatives le sont également suivant le même idéal. 

En formules : La congruence 

(37) A-B mod Ill 

entraîne ces deux autres congruences 

(38) 

(39) 

A_ B mod ~; 

n(A) = n(B) mod ~. 

Pour le démontrer, on pose 

~{ id lai. 
11 suffit alors d 'écrire explicitement 

+ "+ i+. B = (3 {3. (3"+(3i A _ aop alLl a2z a3L3l = oP+ Jtt+ 2L2 33> 

de se rappeler les définitions des § 12 et 14, pour déduire de l'hypothèse 
(37) la congruence (38). En multipliant_ alors (37) et (38) membre à 
membre, on obtient (39), puisque A et A sont permutables entre eux. 



-92-

40. 'fn ÉO RÈME. Soit, dans le domaine numéral 0 , la congruence 
A = B mod 2_(. S i r est un diviseur (à droite Ott à gauche) ·com.mun aux 
deux quatemions complexes entiers A et B, il est permis de diviser (à 
droite ou à gauche) les deux membres de la congruence donnée par r , à 
condition que, dans le dom.aine 0 , l'idéal principal id ln (r) 1 soit premier 
avec Il(. 

Démonstration. Soit Il{ id ln 1· Supposons que r soit un diviseur 
commun à droite de A et B et posons 

A = A* r , B = B*r . 

La congruence de l 'énoncé peut s'écrire dès lors 

A* r -B*r mod'l{ ou 

(40) (A*-B*) r = 0 mod Il!. 

Multiplions les deux membres de cette dernière congruence (v. th. 38) 
pal' r ; on obtient 

(A*- B*) n(r) = 0 mod Il{ 

où n(r) désigne la norme relative de r (v. § 11.); n(r) étant un 
nombre du corps primordial K, posons encore 

n (r} ï. 

La congruence (40) s'écri t alors comme suit: 

(41) (A*- B*) ï = 0 mod IlL 

Désignons par et..J , ::-:1 , o:2 ct a 3 les coordonnées du quaternion 
A* -B*. La congruence (41) sig~ifie (v . § 12 et 14) que les quatre 
nombres o:0 ï, o:1 1 , a 2 1 et o: 3 7, qul sont des nombres du corps /(, sont 
divisibles tous les quatre par l 'i~éal .a de ce corps . Si donc )' idéal (·) 
est premier avec a, c'est-à-d1re SI , dans le domaine 0 l'idé~l 
id j(y) l =id jn(r)j est premier avec l 'idéal \2{ - id jal, les ~ombres 
"-o· o:" a 2 et a 3 font partie den. Il en résulte que le quaternion A *- B* 
est congru à zér·o modulo \2!. On peut donc diviser par 1 = n (r) les 
deux membres de la congruence (41), et la congruence (40) devient donc 

A*- B~• = 0 mod Il{ 

ou A* = B* mod 9L c. q. f. d. 

41. TllÉO nÈr.tE. Si les quaternions complexes entiers r r r 
l ' 2' •.• ) ,, 

dont le nombre est 1' No (12{), forment dans le domaine 0 un système 
complet de restes modulo~ j si de pl~ A est. un quaternion complexe 
entier du domaine 0 tel que id jn (A)! sott premter avec \2!, les quaternions 

(42) r, A, r 2 A, .. . , rrA 
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forment également un système complet de restes modulo ~(. Il en est de 
même des quaternions 
( 43) Ar 1 , Ar~· ... , AL . 

Démonstration. Tout d'abord, les quaternions (42) sont en nombre 
égal aux quaternions rr. qui forment un système complet de restes 
suivant m. n suffit donc de démontrer que deux quelconques des qua
ternions (42), ou (43), sont incong1·us entre eux modulo Il!. 

Or, si l'on avaiL par exemple, 

raA=r,,A mod m, 
ou (f"- f'b) A= ümod ll(, 

où ra A et r b A sont deux quaternions de la suite (42), il s'en suivrait , 
en vertu du théorème (§ 40) et puisque id ln(A)I est premier avec W. 

1,,-rb = O mod <li, 

ce qui serait contraire à l'hypothèse puisque ra et r b font partie d'un 
même système complet de restes modulo m. 

42. TnÉonÈIII"E. La. norme d'un produit de deu:r; idéatt.'& de quaternions 
complexes est égale au produit des normes des facteurs. 

En formule No (~( Q3) = No (m) . No (58). 

Posons ~( id la!, 5S id )uj. 

Appliquons le théorème 34, on obtient 

No (m 5S) = (11k(abi)4 = rndn)]4 (r.L-(u))4 = No (\2!). iYo (58) 

ConOLLAIRE. La norme d'un produit d'un nombre quelconque d'idéaux 
de quaternions complexes est égale au produit des normes des facteurs. 

LE TUÉORÈME D E FERl\1.\T GÉNÉRALISÉ. 

43. Définition. Nous appellerons << indicatettr >> de l' idéal m le nombre 
de ceux des éléments d 'un système complet de restes suivant m, dont 
les normes relatives, considérées comme des idéaux principaux •, sont 
premières avec ~!; nous désignerons l'indicaLeur de SU par <I> (Il!). C'est 
une généralisation de la notion d'indicateur, notion introduite par Euler. 

T r.r ÉORÈliiE. Si A est un quaternion complexe entier dans le domaine 
numéral 0 , quaternion dont la norme relatiPe n (A) est première a~>ec 
l' idéal ~l- id lai , on a la relation 

[n (A)] ct>(ll() = 'l mod m. 
• O;~ns le domaine! numéro O. 
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Démonstmtion. Considérons, dans le domaine 0 , les éléments d'un 
système complet de restes modulo lU, et soient B1 , B:v ... , B~, où 
t <I> (Sll), ceux d'entre eux dont la norme relative est première. avec 
'2.!. Déterminons les quaternions complexes entiers 

A
1

, A
2

, ••• , Ae 
tels que 

(44) 

où A est le quaternion dont parle l'énoncé. Les A, sont incongrus entre 
eux modulo ~(, car Ak- A, mod 91, où A.t et A, sont deux des quater
nions Ak, ... , A,, entraînerait Bk= B, mod lU (en vertu des congruences 
(44) et du théorème § 40). 

Je dis que les idéaux 

id ln (A1)1, ... , id ln (A,)I 

sont premiers avec l'idéal SU. 
Posons, puisque ]a norme relative d'un quaternion complexe est un 

nombre du corps primordial K (v. § 11), 
n (AJ - - ).

1
, n (A2) ) ,2 , • •• , n (A1) - ).1• 

n s'agit donc de démontrer que les idéaux 

id l(/,1.)1, pour k = 1, 2, ... , t 

sont premiers avec l'idéal 
'2( id lai . 

Supposons que les deux idéaux id l(/,.t)l où k est l'un des indices 1, 2, 
... , t, et ~( id Jal aient un facteur premier commun \l3; on peut 
écrire 

id )(l . .t)( = ~ \l3 et 9f = '21* \l3. 
Posons encore 

SB ·- id )u!, \l3 - id l~L SU* id la*!. 
On a donc 

id )(/,k)! = id 16! id lP!· 
Or, en vertu de la défmition du produit de deux idéaux, on déduit de 

la relation précédente l'égalité suivante dans le corps primordial J( : 

( 45) (/.Tt) = 6 p. 

Mais ),Tt e5t la norme relative de A.t= A Bk. On a donc (v. §11) 

i.k = AkAk = ABk · AB,. = ABkB,.A,. = n(A) n(Bk)· 
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Posons 

L'égalité (45) s'écrit alors 

( 46) ().~;) = (ex) ((3~:) = b \). 

Mais , pur hypothèse, l' idéal id 1 n (A) 1 ou id 1 (cc) 1 est premier avec 
l ' idéal ~( id ) n 1· Il en résulte que, dans le corps K, l 'idéal (ex) est 
premier avec l'idéal n ; (ex) n'est donc pas divisible par l'idéal premier 
p qui divise n. L 'égalité (46) montre que l'idéal ({311) devrait être divi
sible par V· Mais, si c'était le cas, l 'idéal id ) ({3~;) 1 ou id ln (B~:) 1 serait 
divisible par id l t>l = ~. Or, c'est impossible puisque les B~: sont, par 
hypothèse, premiers avec ~( et par suite avec $. 

11 résulte d~ cc qui précède que les idéaux 

id ) n (A~:) 1 pour k = 1, 2, ... , t 

sont premiers avec ~( et que les quaternions 

J\, A 2, ••• , At 

sont congrus, modulo ~~ aux quaternions de la suite 

Bl, B2, .. . , Bt, 

l'ordre de succession des indices dans les deux suites ci-dessus pouvant 
différer. 

Des congruences (44) on tire, en passant aux normes relatives et en 
appliquant les théorèmes § :1.9 et § 38, 

n(AB
1

) • n (AB2) •••• n (AB1) _ n (J\
1

) . n (J\
2

) •••• n (A,) mod m 
ou, puisque n (AB~:) = n (A) . n (B;), 

(47) [n(A)]' · n(B
1

) •••. n(B,)- n (.L\ ) .... n(A,) mod ~L 

Mais l'ensemble des A~: coïncidant avec l 'ensemble des B11 et, d'autre 
part, ]es idéaux 

id )n (B~;) 1 et id 1 n (A~:) 1 pour 1< = 1, 2, ... , t 

étant premiers avec m, on déduit de la congruence (47) 

[n (A)]'= 1 mod ~ 

ou [n (A)]<l>(m) = 1 mod 'll. 

C'est le théorème de F ermat généralisé au domaine 0 des quaternions 
complexes. 
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