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INTRODUCTION

Un corps de nombres est un ensemble de grandeurs se reproduisant
par quatre opérations dites addition, soustraction, multiplication et
division (les «opérations fondamentales»). Par exemple, I'ensemble
des nombres rationnels forme un corps de nombres, le plus simple
de tous ; nous le désignerons par R.

Si I'on adjoint & un corps donné K un élément o qui n’y est pas
contenu, ainsi que toutes les grandeurs qui prennent naissance quand
on combine « avec les éléments de K & I'aide des opérations fondamen-
tales, on obtient un corps plus général, K', entiérement déterminé par
K et a; il contient, en particulier, tous les éléments de K.

Adjoignons par exemple & R, corps des nombres rationnels, le nombre
L= \/:T, on obtient le corps des nombres complexes ordinaires
de la forme z-yi, oit x et y sont des nombres rationnels.

Considérons une équation algébrique, supposée irréductible, de la
forme

(1) 2"+ a1l a2t veees w4 a, = 0.

Adjoignons au corps R une racine « de I'’équation (1). Par cette ad-
jonction, nous obtenons un corps algébrique de degré n. La théorie
des corps algébriques a été exposée par D. Hilbert dans son ouvrage
magistral « Théorie des Corps de nombres algébriques»* auquel je
renvoie le lecteur.

Si on adjoint au corps R des nombres rationnels deux racines
carrées, \/p et \/7, ou p et g sont deux nombres entiers ordinaires,
positifs ou négatifs et ne contenant aucun facteur carré, on obtient

* D. Hilbert, « Théorie des Corps de nombres algébriques », ouvrage traduit de
I'allemand par A. Lévy et Th, Got, Paris, 1913.




o
un corps algébrique K (\/p_ Vo) de degré 4; ce corps contient tous les
nombres de la forme =z, +a=1\/p+a:2\/q+-’£?3\/j’iq, ou &y, Ty, T, et ag
sont rationnels, et ne contient que ces nombres-la. Les corps de
cette forme ont été étudiés par M. E.-J. Amberg dans sa thése de
doctorat intitulée : « Uber den Korper, dessen Zahlen sich rational
aus zwei Quadratwurzeln zusammensetzen» Zurich, 1897.

M. le professeur L.-G. Du Pasquier m’a proposé d’étudier les corps
K (\/:‘-1 \/_LT \/?) dont les nombres s’expriment & I'aide de trois ra-
cines carrées : \/T \/E \/C— ou A, B et C sont trois nombres entiers
ordinaires, positifs ou négatifs et dont aucun ne contient un facteur
carré. Ces corps sont du huitiéme degré. Dans le cours de mes travaux,
j’al été amené 4 étendre mes recherches aux corps dont les nombres
s'expriment rationnellement a l'aide de n racines carrées ; ces corps
sont algébriques de degré 2%

étude de ces corps-la fait objet de la premiére partie de ce mé-
moire.

Sur la proposition de M. L.-G. Du Pasquier, j’étudie dans la seconde
partie de ce travail les quaternions a coordonnées Llirées du corps
K (A, /B. \/Z) de degré 8. Ces quaternions sont appelés quaternions
complexes, par opposition aux quaternions & coordonnées rationnelles
dits quaternions rationnels.”

Les quaternions complexes présentent plusieurs particularités. Tout
d’abord, comme dans le cas des quaternions rationnels, la multipli-
cation n’est en général pas commutative. En outre, tandis que dans
le corps des quaternions rationnels tous les idéaux sont principaux, le
domaine Q des quaternions complexes contient des idéaux non prin-
cipaux. Suivant en cela 'exemple de M. Boris Seitz**, j'ai modifié¢ la
définition eclassique de I'idéal. Jappelle idéal dans le domaine des qua-
ternions complexes, et je représente par A = id ja|, 'ensemble infini
des quaternions complexes dont les quatre coordonnées parcourent,
indépendamment les unes des autres, les nombres de I’idéal a du corps
primordial K (y/A. \/B. {/C). Cette définition de I'idéal m’a permis
de simplifier beaucoup la théorie de la divisibilité. J’ai généralisé ensuite
la théorie des congruences et obtenu le théoréme de Fermat étendu
au domaine des quaternions complexes.

* On entend par qualernions hamilloniens les quaternions dont les coordonnées
sont des nombres réels. D’aprés cela, un « quaternion complexe », an sens que nous
donnons 4 ce mot, peut étre qualernion hamiltonien ou non.

** Boris Seitz, Sur larithnomie des nombres de Weierstrass généralisés et de quel-
ques systémes de polytettarions complexes, Thése, Neuchitel, 1926.
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PREMIERE PARTIE

Sur les corps algébriques dont les nombres s’expriment
rationnellement a I'aide de racines carrées.

CHAPITRE PREMIER

1. Envisageons le corps de nombres formé en partant des trois racines
carrées \/T\/E et \/C, ou A, B et C représentent trois nombres
entiers ordinaires, positifs ou négatifs et dont aucun ne contient un
facteur carré. Désignons ce corps de nombres par K (\/Z, \/B’_,- \/f‘)
ou simplement par K.

Tout nombre w de K pourra s’écrire

w = my+ ml\/;f—i— ma\/§+ ”13\/5+ m“/?lﬁé = ms\/Eé
+m3\/(;7+ m,\/m

Désignons par s le plus grand commun diviseur des trois nombres

A, B et C pris dans leur ensemble, de sorte que I'on ait
A=A'S, B:BFS, C=0C"'s

ot les entiers A’, B' et C' sont premiers entre eux dans leur ensemble.

Si I'on pose encore

(A'/B") =¢q; (B'[C)=r; (C'|A)=p,

ol (2/y) désigne le plus grand commun diviseur de & et de y, on voit
que les trois nombres g, r et p sont premiers entre eux deux 2 deux.

Si I'on désigne alors par @, b et ¢ trois entiers appropriés qui dépen-
dent de A, B et C, le nombre w peut s’écrire comme suit :

L 1. W = ¢y cl\/apqiicz\/f?q?—i- ea\/erps + ca\/abrp
+c5 Vbepg + e\ cagr + e\ abes,

expression dans laquelle les ¢y sont des nombres rationnels et ol les




M,

produits apgs, bgrs,..., abes sont des entiers donl aucun ne conlient

plus de facteur carré.

Le corps K ainsi défini est un corps algébrique du huitiéme degré.

2. Chacun des sept radicaux \apgs. Vhgrs. \[erps. \Jabrp. N
Veagr et \/(H'.-r'.s' ayant deux déterminations, nous choisirons ces
déterminations de telle maniére que le produit des sept radicaux ait
le méme signe que le produit abepgrs.

3. Notations. Soit aun entier quelconque. Pour désigner ce méme entier
débarrassé de ses facteurs carrés, nous écrirons . De méme, \/? dési-
gnera la racine carrée du nombre a débarrasse préalablement de ses

facteurs carrés. .
Il suit de 14 qu’un nombre quelconque « du corps K(y/4, VB, \JC)
peut s’éerire :
=y e T g e A Forwsi =
w =, m, VA4 m, VB + ., Ve + m, NAB + m, VBC
—+ m, \/C?A_+ ni, VABC.

4. Permutations du corps I‘_(\Ei. \/1’5, \fE). Le corps !&(\/—fi \/.Tf, V'IE-)
est entiérement déterminé par les trois racines carrées VA. VB et VC,
les déterminations de ces radicaux ayant été choisies comme il a été
dit plus haut (v. § 2).

Noil_s désignerons alors par g, la permutation qui change \/TE
— VA. ce qui entraine le changement de \/CA en —VCA, de VAL
en — \VAB et de VABC en —\VABC.

@, désignera la permutation qui change VB en — VB et. par suite,
VAB en — VAL, VBC en — VBT et VABC en —\/ABC.

?Ldésignera la permutation qui change \/_(—' en —\/C_ et, par suite,
V/BC en -\/B_T: \/ﬁ en -—\/ﬁ et \/Wen -——\/m

¢, désignera la permutation qui change simultanément \/:1- en ——_\_/_f‘l
e \/B en —\/I_f et, par suite, \/ﬁ en — \/ﬁ et \/BT en -"‘/FE_

@, _(iésignera la permutation qui change simultanément \/E en "_\Z*B
et \/C en ——\/(_ et, par suite, ‘/ﬁ en —-\/?[_T} et \/ﬁ en —-\/m

¢, désignerala permutation qui change simultanément \/E en —VC
et Vfl en —\/:T et, par suite, \/ﬁ en —\/ﬁ et \/F'_-(__ en _"\/ﬁ

Enfin_cp? dé_signera la permutation qui change simultanément \/A
en— VA, B en — VB et \/C en— \/C et, par suite, yABC en
— JABC.

Si 'on désigne, en outre, par g, la permutation identique qui ne
change aucune des déterminations des sept radicaux VA4, B
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. VABC. on voit que le nombre total des permutations du corps
K(JA. JB. {C) est égal au nombre total des combinaisons des trois
nombres A, B et C pris un 4 un. puis deux & deux, puis trois a trois ;
ce nombre est donc bien

(+E)+G)-

5. Conjugués, norme. — Soit » un nombre du corps K(\fl \ff';. \f’f).

Mettons o sous la forme
w = ¢, ¢, \/(.'pqs 4+ c, "rbgrs + ¢, \J"ups -+ ¢, ni;;p + ¢, "f;r:pq
-+ ¢, \"mqr e \/aju..\.

Si on applique au nombre » ci-dessus les sept permutations 9,, @,

. @ du §4. on obtient les sept nombres
RO TN )

qui sont dits les conjugués de w.

Le produit de «» par ses sept conjugués est un nombre rationnel dii
la norme de e : nous écrirons

o o0 @ = N
Si I'on applique & tous les nombres du corps K les permutations
@y Dypeere Ppe O obtient les corps conjugués de K. Nous les désignerons
Ds

par Km K®,.... K.
Les sept corps conjugués de K étant identiques a K, ce dernier corps
est un corps normal du huitiéme degré.
6. Sous-corps. Le corps K (VA. B. ) ou K (Vapgs. \hgrs. Verps)
a sept sous-corps quadratiques dont les bases sont
(1. Vapgs); (1, Vbgrs); (1. Verps); (1, Vabrp); (1. \bepg):
(1. Veagr); (1, Vabes).
Le corps K(\/u;;;-, \/@;, \fc_r_p—e) a également sept sous-corps du
4e degré *. Ce sont
K, (1, qurs \/crps Vbepg); K, (_1,\5@. \/E@. \.f'_cigi);
K (1, \/apqa \qur.s Vabrp): K, (1. Verps, \/a_bg \f‘cﬁ:f);
K, (1, Japgs, Vbepg. \/abcs) K, (1, Vbgrs. Veagr. abes);
K.(1, Vabrp. \fb('pq Veagr).
Les indices des sous-corps K, /K, ... , I, ont été choisis de telle maniére
que la permutation g,, d’indice 7. Lus-e inchangé précisément le sous-

corps K, de méme indice.

* IIs ont été étudiés par M. E.-J. Amberg, « Uber den Korper, dessen Zahlen sich
rational aus zwei Quadratwurzeln zusaimmensetzen», Zurich, 1897,
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Il en résulte qu’étant donné un nombre quelconque w du corps

K(\/Z, VB, \J/C), si on applique & ce nombre w la permutation ()
qui transforme o en @, le produit ww® est un nombre du sous-
corps K.

7. Premiére généralisation, le corps du seiziéme degré. Envisageons le
corps de nombres formé en partant de quatre racines carrées ;/E,,
VA, VA, et A, ou A, A, A, et A, représentent quatre nombres
entiers ordinaires, positifs ou négatifs et dont aucun ne contient un
facteur carré. Désignons ce corps par K (\/Il, \/Xm \/fTa, \/._zf') ou
simplement par K.

Tout nombre & du corps K peut s’éerire

w = m, + m, \/]1 + m, \/E_,+ m, \/'/_13—1— m, \r":*i;
+m, A, A, +m, \/r,-i;—}-m? VA A Am A A 4m, VA A Am,, \//Ta;l:
+m, VA A A +m, JAAA, +m A AA, + m,, VA AA,
+my VA ALA A,

Soit, comme plus haut (v. § 1), s le plus grand commun diviseur des
quatre nombres A,, A,, A, et A, pris dans leur ensemble, de sorte que
Pon ait
¥ 2 A,=As; A, =Als; A =Als; A,=Al,
ou les entiers A}, A}, A!et A} sont premiers entre eux dans leur en-
semble.

Désignons ensuite par d,, d,, d, et d, les p. g. c. d. des entiers Aj,
A}, Al et A} pris trois a trois, ce qu’on écrira
(A Ay A3) = dy5 (A[JALA)) = dy; (AJJAYA)) = dy; (AyfA5]A)) = d,,
ol (xfy[z) signifie «le p. g. c¢. d. des nombres x, y et z pris dans leur
ensemble ».

On wvoit que les nombres d,, d,, d, et d, sont premiers entre eux
deux & deux. On peut alors écrire, si I'on désigne par A], A}, A} et A4
quatre facteurs appropriés qui dépendent de A, A4,, A, et A, mais

sans facteur carré aucun,
1.3. Al=Alddd,; A\=Addd,; A= Addd,; Al=Addd,
expressions dans lesquelles les nombres A7, A}, A} et A sont premiers
entre eux trois a trois.
Désignons enfin par 8, 3,, d,, 9, 9, 0, les pged des nombres A,

A, As et A pris deux & deux, ce qu’on écrira

(Aj/A7) = 9,5 (Af[A)) =3,; (A]JA]) =3,

(A3]A5) =20,5 (A4 =295 (A5/4]) = 3,
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Les formules précédentes montrent que les nombres 0y sont premiers
entre eux deux a deux. On peut alors écrire
T =a,0,0,0,; Al=02,3.8,0,; Al =u.333.: A"=a2d)
1 4. '41 =10y 0y azua : ‘1':'. = GOy Jass ] ‘43 i asozoaaca Aa_a-za:iosas!
ou les @) désignent quatre nombres appropriés qui dépendent des

A3 et sont premiers entre eux deux & deux.
On voit finalement qu'on peut écrire, en s’appuyant sur les for-

mules 1. 2, 1. 3 et 1. 4,

A =a.,0,0,d,d.d,s
L5 A, =a,0,8,3,.d,d,d,s
A, = a,8,0,0,d,d,d,s
A, = a,9,3,0,d,d,d,s

On obtient alars

x

A4,4,=¢a,a,0,0,0,9,d,d, ; A, = a,a,0,0,9,9,d,d,

'J"l 4 1 = 8, az 82 65 61: d: da 5 A 2 A s = G, 61 aa 35 au dz ds

1.8, A, A, = a, a, 3.1 aa 64 an dyd, ; A4, =a, a’4au aaaa als d,d,
A, A,A,=a,a,a38,00,ds; A AA =aa.a08,33ds
A A A =aa,a300,ds; A,A,A,=a,a,a,0,0,9,ds

A A A A = aa,a,0,dd,dd,.

Aucun des produits A A4,,..., A A, A, A ne contient un facteur

carré.
11 résulte de ce qui précéde que tout nombre w du corps

K (\/.E, VB, \/E) peut se mettre sous la forme

w = o+ & VA, + ¢, VA, + ¢, VA, + ¢, VA,
+c, VA, A, +e, \/AIA_’—}-G.’_ VA A e VAA e, VAA e, \/AEA‘
5 \/A:IAzAs 0, \/AlAzAa + €15 VA, A, 4,4 ¢ vA4,4,4,
-!_615 JAI'AE QAJI’

expression dans laquelle les nombres qui figurent sous les radicaux ont

les valeurs données par les formules 1. 5 et L. 6.

8. Sous-corps quadratiques et sous-corps du huitieme _degré du corps
K (VA,, Va4, JA,, JA4,). Le corps K (VA,, V4, VA, y4,) admet

P e sous-corps quadratiques et 15 sous-corps du huitieme

9. Permutations du corps K (\A,, VA, Vi, JA,). On voit, en
procédant comme dans le cas du corps du 8¢ degré (v. § 4), que le corps




— A —
g o e = g 4 4
K (\/Av \/-4 27 \/13 \/""149) admet (?>+(é)+(§)+("l) =15 permu-
tations.
Nous les désignerons par o, @,..... 9,; et nous adjoindrons & ces

quinze permutations la permutation g, qui transforme le corps K en

lui-méme.

10. Conjugués, norme. Etant donné un nombre du corps
K (\/:I_I, \/?,_., VA 5 \/.-'_i,,),on appelle conjugués dew. et on représente par
w®, @), ..., »3, les quinze nombres obtenus en appliquant & w
successivement les quinze permutations g, 9.,..., g,; du corps
K (VA, VA, V4, VA).

Le produit me®n®. ..., du nombre w par ses quinze conju-
gués, est un nombre rationnel dit la norme de m». Nous la désignerons
par N (0.

Si on applique 4 tous les nombres du corps K les quinze permuta-
lions @, @,,.... @, on obtient les corps conjugués de K; nous les
désignerons par K®, K@ . . K@ Ils sont identiques. Deés lors, le
corps K est un corps normal du 16¢ degré.

11. Corps de degré 2". En partant de n racines carrées
VA, \/.42. \‘(.i_ls,. siscy Kb

ot les A; sont n entiers ordinaires, positifs ou négatifs et dont aucun
ne contient un facteur carré, on définit le corps K (\/T‘, 1 \f."h;)
de degré 2".

Ce corps admet 2"— 1 sous-corps quadratiques el également 2"—1
sous-corps de degré 2"

Le corps K (VA,..... JA,) admet 2" permutations @, @,..--
Oz, OU M = o - .

Si on applique & un nombre v du corps K (VA ... VA,) les
2" —1 permutations @, @,,..., @y, on obtient les conjugués de v,
conjugués que nous désignerons par

D, @ L ™D, ot m =21

Le produit me®@e®..... o™, du nombre & par ses 2°—1 conju-
gués, est un nombre rationnel dit la norme de v. Nous la désignerons
par N (). S am

Si ’on applique & tous les nombres du corps K (VA VA, .. .. VAs)

= 2", on obtient les

les 2" —1 permutations @y Pay v oo v Pty ol m =
corps conjugués de K ; nous les désignerons par

h‘(ll K(E)- i I\ (m—1)




CHAPITRE II

Les entiers du corps K (\4. B, \/C),

1. Forme générale des entiers. Désignons par  un nombre supposé
entier dans le corps K (VA. VB, /C), et mettons w sous la forme I. 1.
Posons, pour simplifier I'écriture,

16 T

a, = apqs; a, = bgrs; a,= crps; a, = abrp; a, = bepg;
a, = caqr; a, = abes.
Le nombre » prend la forme
w = ¢,+ ¢, Va, + ¢, Va, + e, Va, + ¢, Va4 ¢ Va,
+ ¢ Vag+c; a,.

Appliquons aux deux membres de l'égalité précédente les sept
permutations @,, @, ..., ¢, (v. ch. L. 4) ; on obtient les conjugués de
w. savoir: o, o®, ..., o@ (v, ch. L. 5).

Formons les sept nombres :

IL 2.

Q, = w4+ o® = 20, + 2e, Va, +2¢, Va, + 2, Va,
Qp = 0 + 0 = 20,4 2¢, Va, -+ 26, Va, +2¢, Va,
Q, =+ o® = 2¢,+ 2¢, \fﬂ_ml + 2¢, \/E-_-'i‘ 2¢, \/ﬂ—'a
IL. 3. 0, = o+ o = 2, + 20, Va, + 2, Va,+2¢, \a,
0, = o+ o® = 2¢, -+ 2¢, Va, + 2¢, Va, + 2, Va,
Q=0+ o® = 2¢,+ 2¢, \ff:th,_,-*l- 2¢, V@"‘ 2e, VG;

Q. = o+ o =24 2¢, \/a—l—.?ca Va, + 2¢, Va,

Les nombres Qy sont entiers dans les sous-corps du 4 degré dont
ils font partie.

Désignons par \/}:et \/g deux racines carrées déterminant un corps
K (‘/‘T! \/E) du 4¢ degré, a et b étant deux entiers ordinaires, positifs
ou négatifs, ne contenant aucun facteur carré. Tout nombre § du corps
K (\/;:\/5) a la forme —

6=az+yVa+zVb+iyab,
ou z, ¥, z et t sont des nombres rationnels.

2




A s

Posons encore \fgg \/u__g et le nombre § s’écrit

11. 4. § =z 4y Va+zVb+ tye.
Or, on sait * que le nombre § (formule II. 4) est entier dans le corps
K (\/a,—\[f;) dans les trois cas suivanls :

«) Siz,y, z et tsont quatre nombres entiers ordinaires.

) Si I'un ou plusieurs des quatre nombres z, y, z et ¢ sont des frac-
tions irréductibles de dénominateur 2, les autres étant des
entiers ordinaires.

7) Si les quatre nombres @, y, z et ¢ sont des fractions irréductibles
de dénominateur 4.

Dans le cas 7), 'hypothése que le nombre II. 4 est entier dans le

corps K (va. \/%) entraine les congruences
a=b=c=1 (mod 4).

Si on applique ce qui précéde aux nombres Q) (formules I1. 3), on

arrive a la conclusion suivante :

Tout entier du corps K (\/I VB, \/E) peut étre mis sous la forme

suivante :

L 5. ¢ — foth Vapgs+hy V bgrs+hy Verps+hy Vabrp-+hy V bepg-+he Veagr+hy Y abes

8

10 Si les sept produits apgs, bgrs, ..., abes ne sont pas tous congrus
a 1 modulo 4, les h;, dans I'expression II. 5, sont des nombres entiers
ordinaires pairs. (Ils peuvent d’ailleurs, comme cas particuliers, étre
tous divisibles par 4 ou par 8).

20 Si les sept produits apgs, bgrs, ..., abes sont tous congrus & 1
modulo 4, les hy sont des entiers de méme parité (en particulier, si un
seul des nombres Ay est impair, ils sont tous impairs).

2. Forme générale des entiers du corps K (\/A_T, v T VA,.). En

procédant dans ce cas comme au § précédent, on arrive au résultat

suivant :

La forme générale des entiers du corps K (\/;i—l, xR 8 degré
2" est o =S
6 - ity Ve F B oon T s Vama

273
ou l'on a posé

a, §AI, a, An, — S Anta
na=AA,... Ay et m=2"

Comme pour 1.3 corps K (J:{, \/E \/E;), deux cas sont A distinguer:

A A

1 a3y "es

l
l

* Voir Amberg, op. cit., § 2.
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o

1o Si les nombres ay (A=1,2, ..., m— 1) ne sont pas tous congrus a
1 modulo 4, tous les h;, dans I'expression II. 6, sont des nombres
entiers ordinaires pairs.

20 8i, au contraire, les m—1 nombres a; sont tous congrus & 1 mo-
dulo 4, les entiers /i;, dans expression II. 6, sont de méme parite,

Base pES ENTIERS DU corps K (\/_/T, \/§, \/5)

3. Nous devons distinguer les quatre cas suivants :

a) Les trois nombres A, B et C sont congrus & 1 modulo 4.

b) Deux des trois nombres A, B, C sont congrus & 1 modulo 4.
¢) Un seul des trois nombres A, B, C est congru & 1 modulo 4.
d) Aucun des trois nombres A, B, C n’est congru 4 1 modulo 4.

4. Cas a. Les trois nombres A, B et C sont congrus a 1 modulo 4.
Dans ce cas, on a les sept congruences suivantes :
apgs = bgrs = crps = abrp = bcpg = cagqr = abes = 1 (mod 4).
On voit facilement, en outre, que I'on peut toujours supposer satis-
faites les sept autres congruences suivantes :
ps=gs=rs=pg=qr=rp=pgrs = 1 (mod 4).
Il résulte de ces derniéres congruences que 'on a
ps +rs +rp—3=0 (mod 8).
Désignons par w un nombre entier du corps K (\/__1 VB. \/Z‘)
Mettons o sous la forme II. 5.
s h+h,\ apgs+h,y bgrs+h,\ erps+h \Jabrp+h \ bepg+h, \/@+h, Vabes
T 3
ou les h; sont des entiers de méme parité.
Formons le nombre

o Vapgs + bgrs + \Jerps + Vabrp + Vbepg + Veagr + \/‘abcs‘
K 8

Le nombre o, est entier dans le corps K (yA, B, YC). On le voit
en metiant «, sous la forme

_ 1+ Japgs + bgrs + yabrp 1+ Jorps  ps—1 4+ \eagr
a 4 T2 - &

rs—1 1 \/m rp—1 14 yabes ps—|—rs—|—rp—3_
S s e e dldee A 3

7




R,

Le nombre w—h,w, est donc aussi entier dans le corps K (\/.4_,\/?\/5) ,
et I'on a

YL, w—hw, =

hn_h?_{"(hl_h-:) 'i'“‘pqul' """ +(f¢5-—117)\/(3_a;‘.
3

Or, on a vu plus haut que les entiers /iy sont de méme parité
(v. ch. II. 1). Les différences &y — h, sont donc divisibles par 2. En
posant

hy—h, =2hy pour) =0,,...,86,

Iégalité II. 7 peut s’écrire

" hl+h; \fapqs+h;\/%-}-hi\/@-{-h;\/;j;;};-{-h.;\/bcpq+h;\/@;
w—hw, = T y

Si I'on pose maintenant

1 + \apgs + bgrs + abrp
4 ¥

1 + Vbgrs + Verps + Vbepg |
. ;

[l

, W, =

3

1+ \erps ++ \apgs + \Jcagr
‘i 2

(&J“ —

les trois nombres w,, w, el w, sont entiers dans les corps du 4¢ degré
dont ils font partie *.
On forme alors le nombre »— h.w, — hlw,— hlo, — hln,. Cenombre
peut s’écrire
H+H \apgs-+H,/bgrs+H\/erps
7 }
expression dans laquelle les /73 sont des entiers ordinaires. On dé-
montre que les entiers I/, I, H, el I1, sont pairs. Si 'on pose alors

H, = 2H;, pour) =0,1,2,3,

I1. 8. w—h.m—hgw—hlw,—him,=

le nombre I1. & s’écrit

Hb + Hivapgs + Hiy/bgrs + Hiyerps
- .

o — hy, — hjw,— hloy, — hjo, =
Posons enfin

1 4 \erps

9 =3 Wy
les trois nombres w,, w, et w, sont entiers dans les corps quadratiques
dont ils font partie ; par suite ils sont aussi entiers dans le corps

K (VA, VB, \/E') Il en résulte que le nombre

IS, w—hm,—w—hlio—lm,—~H g~ H i~ m, =

[l
Il

1+ \/bgrs 1+ Vapgs
—5 5 mEg,

W, 1

H\—H!—H'~H,
2

* Voir Amberg, op. cit., § 2.




est aussi entier dans le corps K (J_fT, VB, \/5) ; mais le second membre
de I’égalité I11. 9 est un nombre rationnel, ¢’est donc un entier ordinaire.
Si on pose
2H=H,—H|—H,—H et o,=1,
I'égalité 11. 9 devient
o — hw, — hw, — hw, — hiw, — Hiw, — Hlw, — Hlw, — Hw, = 0
ou, si on modifie les notations,
w = hw, 4+ ko, + ko, + ho, +ho + ho, + o,
7

11. 10.

+ h,w, = E h}.{’)}. .
r=0
expression dans laquelle les /; sont des entiers ordinaires.
L’égalité IL. 10 montre que o, ®,, ..., w, forment une base des
entiers du corps K (\/1 VB, \f(,) Nous résumons ci-dessous les valeurs
des nombres o :

1 14\apgs 14 \/bgrs 1+4-Verps
w, = L) W= —2 H e "—"—-—2 H Wy = —-—-——2 g
14-vapgs+/ bgrs+ v abrp 1+ \fb_q;-i- Verps+\bepg
W, = 4 3 W, — 4 H
11 A1, ' « L
o — L Verps + yapgs + Veagr
S, = ‘{i 3

o At-Vapgs+bgrs+yerps+yabrp-+ybepg+/cagr+/abes
o 8 .

5. Cas b (v. § 3). Deux des trois nombres A, B, C, par exemple A et
B, sont congrus a 1 modulo 4. 11 faut distinguer deux sous-cas, sui-
vant que C est congru 4 2 ou & 3 modulo 4.

I¢r sous-cas. C est congru & 2 modulo 4.
Sion met A, B et € sous la forme
A = apgs, B = bgrs, C = crps, ona
apgs = bgrs =1 (mod 4) et crps=2 (mod 4.
On obtient, tous calculs faits,
I1. 12, apgs = bgrs = abrp =1 (mod 4),
; erps = bepg = cagr = abes=2( » ).
2e sous-cas. C est congru a 3 modulo 4.
On obtient, dans ce cas,

iI. 13. 3 o i
crps = bepg

abrp=1 (mod 4),

cagr =abes=3 ( » ).

111
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En utilisant la méthode employée dans le § précédent, on trouve
pour base des entiers du corps K (\/A \/8 \/L) dans le cas des for-
mules I1. 12 et I1. 13, les nombres suivants :

_ Bk \/apqs 1 +bgrs

wy=1; = W= =g 3 W= Verps ;

1+apgs+ \/bqr8+ Vabrp - _ A+\bgrs+Verps+hepy,
W= % H = 3 ’

1 + Verps + Vapgs + \/cagr :
2 ?

I1. 14.

gy =

__1+Vapgs+bgrs+yerps+yabrp-+y/bepg+yeagr+yabes

W, —
! 4

6. Casc (v. § 3). Un seul des trois nombres A, B, C est congru a
1 modulo 4.

Supposons que 'on ait A =1 (mod 4).

11 faut alors distinguer les sous-cas suivants :

10 B=C=2 (mod 4),

)
I sous-cas : A=1; B=C=2 (mod 4).
On peut done écrire
apgs =1 (mod 4); bgrs = crps = 2 (mod 4).
Si on forme les produits AB, BC, CA et ABC, on constate qu'il y
a deux possibilités, savoir :

Ire possibilité :

N apqs = bepqg = abes =1 (mod 4),
I1. 15. ; bgrs = crps = abrp = cagr = 2 (mod 4).
2¢ possibilité :
apgs =1 (mod 4),
I1. 16. bepg = abes= 3 ( » ):
bgrs = crps = abrp = cagr = 2{ » N

2¢ sous-cas : A=1; B=2; C=3 (mod 4).
On obtient dans ce cas

apgs = 1 (mod 4),
1117 bgrs = abrp =bepg = abes =2 ( » ),
erps = caqr =3 [ @ 3

P —
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3¢ sous-cas : A=1; B=C=3 (mod 4&).
On obtient dans ce cas

= bepg = abes =1 (mod 4),
=aps=abrp=cagr=3 ( » ).

I1. 18. el
bagrs

Les formules II. 15 et IL. 18 ne différent pas essentiellement des
résultats obtenus dans le cas b (formules II. 12 et II. 13). En effet,
dans les quatre résultats résumés par les formules II. 12-13-15-18,
trois produits, déterminant un sous-corps du 4¢ degré, sont congrus &
1 modulo 4. Si on répéte les calculs qui ont permis d’obtenir une base
des entiers du corps K dans le cas b, on obtient, dans le cas
des formules II.15 et IL. 18, des résultats analogues & ceux des for-
mules 11. 14.

Par contre, dans le cas des formules II. 16 et II. 17, un seul des
nombres de la suite apgs, bgrs, ..., abes est congru a 1 modulo 4.
Nous allons rechercher une base des entiers du corps K(\/A, \/F \fC)
dans ce dernier cas.

7. Base des entiers du corps K (VA, B, JC) quand un seul nombre
de la suite apgs, bqrs, - .., abes est congru a 1 modulo 4.
Prenons comme point de départ les formules 11, 17 *.

Désignons de nouveau par w un nombre supposé entier dans le corps
K (\f_f \fB, \/Z;'-), et mettons w sous la forme suivante (v. ch. II. 1):

: h,+h, \/apq.s--l—h:\/gq_r;-l—hs\/;;s+ ..... -I—h?\/c;@
1149, w= A .

Le nombre

G

__ Vbgrs + abrp 4 \bepg 4 yabes
o — %

est un nombre entier dans le corps K (\/I\fB_,\/C_) On le voit im-
médiatement en mettant o, sous la forme suivante :

_A+4apgs \/bgrs +\Jbepg  gs—1 = My
), = 5 : 5 == \fabrp A abes.

En conduisant alors le calcul comme au § 4 de ce chapitre, on voit
que les nombres suivants forment une base du corps K (\/71 VB. JC).

* Les formules II. 16 donneraient une base analogue.




o o
W, = 5
1 lapgs e Yo
w, = _i_})_pg_ c o, = \,’Jc:‘ps 3 Wy = V’f}gi's -

-

Vabrp -+ \/bgrs Vabrp -+ \/bepg
Wi ey

11. 20.
o 1+ Vapgs + Verps 4 \/caqr_
gy = 2 y

Vbgrs 4 Vabrp 4 \/bepg + Vabes
A ;

). —
7

8. Cas d (v. § 3). Aucun des trois nombres A, B, C n’est congru a
1 modulo 4.

L’examen de ce dernier cas n’apporte aucune possibilité nouvelle.

9. En résumé, si tous les nombres de la suite
11. 21. apqs, bgrs, ..., abes
sont congrus a 1 modulo 4, la base des entiers du corps K (\/;1_ VB, \/Z)
est donnée par les formules 11, 11.

Si trois nombres de la suite II. 21 sont congrus & 1 modulo 4, la
base des entiers est donnée par les formules II. 14.

Enfin, si un seul des nombres de la suite 11. 21 est congru a4 1 modulo
4, la base des entiers est donnée par les formules T1. 20.

10. Remarque sur les dénominateurs des «entiers», On sait que dans
le corps quadratique K (\/.»'l) les «entiers » ont pour dénominateur 1

ou 2. Ils ont en effet 'une des formes h, + h, \/Z ou M, ok
h, et k, sont des nombres entiers ordinaires. 2

M. Amberg a montré que dans le corps du 4€ degré K (\/:4", \{E) o
dénominateurs des « entiers » peuvent étre 1, 2 ou 4.

L'étude qui précéde prouve que dans le corps du 8e degré
K (‘/Z \/E, \/5) les dénominateurs des «entiers» peuvent étre I'un
des nombres 1, 2, 4 ou 8. o

Enfin, la formule II. 6 montre que dans le corps K (AI’\/Az: _—_— \/Z,)
de degré 2", les dénominateurs des « entiers » peuvent prendre 1'une
des valeurs 1, 2, 2%, 2°, ..., 2%




CHAPITRE 111

Le discriminant et la forme fondamentale du corps
K (\f_rl” Geas \UT,,).

1. Désignons par g, v, -+, Wm—1, OU m=2", une base des entiers
du corps K (\/Av e \/An). On appelle discriminant de ce corps, et
'on représente par D, 'expression

W, 0 0y T 2
(1) (1) (1) (1)
W, o®, o, ...l
I1T. 4. D=|o®, o®, o, ...,uQ,
e, D, WD, .oswfmM
dans laquelle oD, 6P, ....., oD sont les conjugués de w,
& - )
(A=0,1, ..., m—1). Le discriminant D est un nombre entier ordi-
naire *.

2. Pour caleuler le discriminant D du corps K (\/Al, - \/A,.),
nous utiliserons la propriété connue suivante :

Soient deux systémes de r nombres, tous tirés d’un méme corps
algébrique,

Pao s v e s P

Vs Vgy wees Yr

* Voir par exemple, D. Hilbert, ch. IV.




== BB <=
liés entre eux par le systéme suivant de r équations :

vy =gyt Cave ool O
1. 2 Mo = Caq ¥, +Cpvat oo A Copvr

...........................

Pr=Crpa¥1 +avet s Oy

Si 'on désigne alors par D, le discriminant relatif aux u et par D
le discriminant relatif aux vy, on a la relation suivante :

I1L. 3. D, =A%, D,,

Ll

A étant le déterminant des ¢.

CaLcuL DU DISCRIMINANT DU cORrRps K (\/Z, VB, \/E)

3. Nous distinguerons trois cas correspondant aux trois bases des
entiers du corps (v. formules II. 11, II. 14 et IL. 20).

17 cas. La base des entiers du corps K (\/I \/B—\r’é) est donnée par
les formules 11, 11.
Posons
L4 =1 w=\Vapgs; v.=Vbgrs; v,=Verps; »,= \abrp;
v,=\bepg; vy=Veagr; v.= \abes.

Posons encore, en vertu des formules II. 11 :

=1 .y,
e g e &
!-"-;EQ” +§y‘
U_,%%vu —|—%-w
1
=3, 4 5%
[1I. 5. 1 1 1 1

1U4§ “*n+4ﬁ+71-" +Zv¢

1 1 1 1
IUGEZ"“ +Z”3+Zv:) +Z"’5

! 1 1 1
{J‘.agzvb*i—zul +Z”3 -I-Zvﬁ




O
Si 'on forme le discriminant D relatif aux vy (v. formules ITI. 1 et

IT1. 4), on obtient
I11. 6. D, = 16° (abcpgrs)*.

D’autre part, le déterminant A des coeflicients des vy, dans les
égalités II1. 5, a pour valeur

II1. 7. Koo 2 B K noi

La formaule III. 3 donne, si I'on tient compte des formules III. 6
et 111. 7,

I11. 8. D = D, = (abepgrs)*.

2¢ cas. La base des entiers du corps K(\e‘(z, VB, \/E) est donnée par
les formules 11. 14.

Par un calcul analogue & celui que nous venons de faire, on obtient
dans ce cas, pour le discriminant D du corps K (V’X, VB, \KE),

111.:9. D = 16* (abcpgrs)*.

3¢ cas. La base des entiers du corps K (VFE, \/E \/E’) est donnée par
les formules 11. 20.

On obtient dans ce cas, par un calcul analogue, pour le discriminant
D du corps K (V’A, \/B, \’C),

I11. 10. D = 16® (abepgrs)®.

4. Relation entre le discriminant du corps K (\/X, VB, \C) et les
discriminants des sous-corps quadratiques*. 1

On sait ** que le discriminant du corps quadratique K (Jm) est
D =m quand m=1 (mod 4) et D = 4m quand m=z~1 (mod 4).
Appliquons cela dans les trois cas du § précédent.

2 cas. La base des entiers du corps K (YA, VB, /C) est donnée par

les formules 11, 11. .
On a vu (v. ch. I, 4) que, dans ce cas, les sept nombres de la suite

[TL. 11. apgs, bgrs, crps, abrp, bepg, cagr, abes

sont tous congrus & 1 modulo 4. Il résulte de la que les discriminants

* Le corps K (VZ, VB, 1/C) sera désigné, dans la suite de ce chapitre, par K,
** Voir Sommer, « Introduction 4 la théorie des nombres algébriques», p. 24.
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des sept sous-corps quadratiques K (Vapgs), K (Vbgr 5) ..... (\/f:bcs)

ont respectivement pour valeur
D, =apgs, D, = bgrs, ..., D, = abes.

Le produit des sept discriminants D, D,, ..., D, est donc
D,D,- ... +D, = (abepgrs)®.

En vertu de la formule III. 8, qui donne le discriminant D du corps

K (\/_ \/B \/C) on peut écrire
D=DD,:...-D,

2¢ cas. La base des entiers du corps K (\/E \/E, \/E) est donnée par
les formules 11. 14.

On a vu au ch. II. 5 que trois nombres de la suite III. 11 sont con-
grus 4 1 modulo 4. Nous supposerons que l'on a

apqs = bgrs = abrp = 1 (mod 4).

Les trois discriminants des corps quadratiques K (\/ﬂpq.s) K (\/qu)
(\fabrp) étant désignés respectivement par D, D, et D, on peut
cCI'II'e

D, =apgs; D, =bgrs; D, =abrp.

Les diseriminants des quatre autres sous-corps quadratiques étant
désignés par D, D, D et D, on a

D, =4erps; D, =4bepg; Dy =%hcaqr; D, = 4abes.

4
On déduit de Ia
DD, ...-D, =16 (abepgrs)".

On a, par suite, en vertu de la formule I1L. 9,

B =B D5 e D

3¢ cas. La base des entiers du corps K ( VA, \/}Z \/5) est donnée par
les formules 11. 20.

Un seul des nombres de la suite I1I. 11 est congru & 1 modulo 4.
Nous supposerons, pour fixer les idées, que apgs =1 (mod 4). Si D,
désigne le discriminant du sous-corps quadratique K(\/apgs) on a
D, = apgs.

Les six autres discriminants des sous-corps quadratiques étant dé-
signés par D,, ..., D,, on peut écrire

72

D, =4bgrs; D, = herps s D, = habrp ; 4= 4 bepg ;
Dy = 4cagr; .U = 4abcs.

i




s
On a, par suite,
DD, ... D, =16 (abcpgrs)*
et, en vertu de la formule III. 10,
D=DD,....D
On peut donc énoncer le

TutontME. Le discriminant D du corps K (\/_T, VB. \JC) est égal
au produit des discriminants des sept sous-corps quadratiques.

7.

La ForME FonpameNTALE pU cores K (VA VA, .... V4,).
P LS —y -
5. Désignons par wg. o), --, Wp—y, 0 m=2", une base des entiers du

corps K (\/Z, oo\ 4,) de degré 2"

Soient, d’autre part, m quantités u,, u, ..., Uy, que nous laisse-
rons indéterminées.

Posons

I11. 12. E = oy, ot oty o Fon g U

La forme £ est dite la forme fondamentale du corps K (\f.-'_ll, e .,\fz).
Soient M, @), .., =1 les conjugués de £ (v. ch. L. 5); la forme

#

fondamentale satisfait 2 I’équation suivante, de degré m en x:
111. 13. (@ —E) (z—EW). ... (#—Em1) =0.
Cette équation est dite V'équation fondamentale du corps
K (VA -.o) VAW

La norme d’un nombre du corps K (v:'l o5 B g VA,) (v. ch. 1. 5 et
11) étant le produit de ce nombre par ses m—1 conjugués, on peut
écrire ’équation fondamentale 111. 13 comme suit :

I11. 14. N (z—E8) =0,

ot N désigne la norme et oit 2 est dit la variable de Uéquation. Le
nombre 1 faisant partie du corps K (e \/Is) on peut écrire

1l =am,+ a,w,+ . + G-y ®Om—1,

d’otr
(@—&) = (ae —u,) o, + (@@ —u) o+ -« + (ana®— Um—1) Wm—1
m—1
= E (a3 — uy)my-
J=0

Posons encore

@z —u;=v, pourl=01,2 ..., m—1.




o B0
L’équation fondamentale 11I. 14 s’écrit alors

N (Vnw“ - ¥, 4+ eee - tIm fh‘m—l) =0

ou

111 15 N(V,+V VA, +V, V4, +...
T V”'_I\{AI ‘42 - e Au) e 0:

expression dans laquelle les V; sont des fonctions linéaires des ¢y,

6. Application au corps K \/I\/B, \/F) L’équation fondamentale
IT1. 15 prend la forme
N(V,+ VNA+ VB + VC+ VVAB + VBT
+ VCA 4+ V JABC) = 0,
ou
111. 16 N(VH-FV;\/@—FVE\/%-F Va\/c:E‘l" V“/a—b?p
+ V Vbepg + V Veagr + V. \abes) = 0.




CHAPITRE 1V

Décomposition des nombres rationnels en facteurs idéaux.

1. Envisageons un nombre premier rationnel 7.

Pour décomposer I'idéal principal rationnel (r) en facteurs idéaux
du corps K (VA, VB, YC)*, nous ferons usage des deux théorémes
connus suivants ** :

L. Soit p un idéal premier diviseur de (w) et de degré f; on peut tou-
jours construire une fonction Il (x; u, w,, ..., un) de degré f en z, irré-
ductible suivant et qui, lorsqu’on y remplace x par la forme fondamen-
tale ¥ (v. ch. I11), a les propriétés suivantes: les coefficients des puissances
et des produits des uy, W, ..., U dans cetle fonction sont tous digisibles
par p et ne le sont pas par p*; en oulre ils ne sont pas tous divisibles
par un idéal premier différent de p et diviseur de (=).

I1. Si (), décomposé en facteurs premiers idéauz, donne

(m) =pp". -

on a, pour le premier membre de ’équation fondamentale,

N=TPFII'Y. : .. (modx)
ot II, II', ... représentent certaines fonctions, irréductibles suivant ,
de T Uy, Uy, < .., Uy ; de plus on peut poser

N =T1I¢I1". ... 4 =G

o G est une fonction entiére a cocfficients entiers, fonction contenant les
variables x ; Uy, Uy, - .., Up, ef qui est divisible, suivant = par aucune
des fonctions irréductibles T, IU', ...

2. Application au corps K (VA, VB, y/C). Nous distinguerons les
deux cas suivants :

1T cas, 7 est un nombre premier impair,

22 cas. 7 est égal & 2.

* Dans tout ce chapitre, K désignera toujours le corps K (V.A_, VE; VE)
** Voir D. Hilbert, op. cit., ch. IV.
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Cas ol = EST UN NOMBRE PREMIER IMPAIR.

3. Il faut distinguer deux sous-cas :
Sous-cas «. Aucun des nombres a, b, ¢, p, q, r, s n'est divisible par

w (v.ch. I, 1).

Sous-cas . L'un des nombres de la suite a, b, ¢, p. ¢, r. s est divi-
sible par = *.

4. Sous-cas o. Aucun des nombres a, b, ¢, p, q, r, s R'est divisible par .
L’équation fondamentale du corps K (V4. VB, \/Z) it B BOAnER
(v. formule III. 16)

N (V,+V, Vapgs + Ilf'u_\bq;'s + V, Verps + V, Vabrp

+ V Vbepg+ V, Veagr+ V, \/a.bcs) =0
dans laquelle les V; ont les valeurs indiquées au chap. III, et ou N
désigne la norme. Le premier membre de P'égalité IV. 1 est done le
produit de huit facteurs se déduisant de V, + 1, \fapq,q +in -V, Jabes

IV. 1.

4 'aide des permutations g, @, - .- @, (v ch. 1, 4).
Le dénominateur du premier membre de IV. 1 est une puissance de
2. Cela résulte du fait que les entiers wy, w,, ..., »., qui constituent

la base des entiers du corps K, ont pour dénominateurs des puissances
de 2 (v. formules IL. 11-14-20). Comme, d’autre part, = est supposé
impair, on peut, dans la décomposition du premier membre de I'équa-
tion fondamentale, faire abstraction de ce dénominateur.

Nous désignerons le premier membre de 'équation fondamentale V. 1
par N et nous 1'écrirons sous la forme

Iv. 2. N=TF «5s F,

expression dans laquelle on a

F=V,+ V, Vapgs+ V,Vbgrs + V,Vorps 4 V, \Jabrp

IV. 2a. ol oy
4+ V, Vbepg + V, Veagr 4V, \Jabes
et o F, ..., F,se déduisent de I a I'aide des permutations Py oo os Pye
En ce qui concerne les sept nombres de la suite R
IV. 3. apgs, bgrs, crps, abrp, bepq, cagr, abes,

il est facile de se rendre compte que les deux seules possibilités sui-

vantes peuvent se présenter :
10 ou bien les sept nombres de la suite IV. 3 sont résidus quadra-

tiques de = :

* Les nombres a, b, ¢, p, q, r eL s sont premiers entre cux deux & deux (v.ch. I, 1)
de sorte qu'un seul d’entre eux peut étre divisible par . A
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=g

20 ou bien trois nombres de la suite 1V, 3 sont résidus quadratiques
de 7 ; en outre, ces trois nombres forment la base de l'un des
sous-corps du 4¢ degré (v. ch. 1, 6).

Nous allons étudier séparément ces deux possibilités.

5. — 10 Les sept nombres de la suite 1V. 3 sont résidus quadratiques
de . 1l existe alors sept nombres p,, p,. ..., p, tels que
apgs=p} (mod 7); bgrs =g (mod 7);
crps =p8 (mod r); abrp=p (mod x);
IV. 4. g o
bepg=pg? (mod =) ; cagr =gt (mod n);
abes=p? (mod m).

L’égalité IV. 2a peut alors s’écrire, modulo r,
IV. B, FE VD+ V,P; + VQP;:“I_ V';P:|+ VqP"'J[" IlaPs‘i" V&OG—*— I’rﬂo? (l'nOd 'K).

Par 'emploi des permutations @,, ..., @,, on obtient les autres fac-
teurs F,, ..., F, de I'égalité IV. 2. 1l résulte alors des théorémes rap-
pelés en téte de ce chapitre que I'idéal (x) se décompose, dans ce cas,
en un produit de huit facteurs idéaux premiers, et I'on a

IV. 6. () = pPp, +-- b,. (idéaux du 1°r degré).
On peut poser en outre
p=id|x F|
ot I a la valeur IV. 5 et 'on a, en outre,
py=id |x, Fy| pour)=1,2, ..., 7
Si on désigne par D,, D,, ..., D, les discriminants des sept sous-

corps quadratiques de K (\/I, \/E, \/E), il résulte des hypotheéses
faites sur les nombres apgs. ..., abes que les sept discriminants Dy

sont résidus quadratiques de w. Désignons par (”E) le symbole de Le-

g
gendre, ot z désigne un entier ordinaire. Ce symbole est, par définition,
égal & 41 quand = est résidu quadratique de 7, égala —1 quand z
est non résidu et, enfin, égal A zéro quand z est divisible par 7.
La formule IV. 6 correspond au cas

()-(2)- (2

2° Trois des nombres de la suite IV. 3 sont résidus quadratiques
de 7. Nous savons que les trois nombres de la suite IV. 3 qui sont
résidus quadratiques de = déterminent un des sous-corps du 4¢ degré.

3
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Supposons qu’il s’agisse du sous-corps A, (Vbgrs, Verps, Vbepq)
(v. ¢h. I, 6). Il existe donc trois nombres entiers ordinaires p,, p, et
p, tels que les congruences suivantes sont satisfaites :

V. 7. bgrs =p? (mod ) ; crps =g (mod =) ; bepg=p? (mod ).
Reprenons le premier membre de I'équation fondamentale sous la
forme 1V. 2.
Y& N =FE P e P
F, se déduisant de F a 'aide de la permutation o, le produit FI,
fait partie du sous-corps K, (v. ch. L. 6), on peut donc écrire
Iv. 9. FF =A,+ A, Vbgrs + A, \Jerps + A, Vbepg
expression dans laquelle les Ay sont des fonctions des quantités V. qui

figurent dans ’expression IV, 5.
Posons

FF=F.

Les produits des six facteurs F, ..., F, de I'égalité IV, 8, pris deux
3 deux de facon convenable, donnent les conjugués de F' dans le sous-
corps K,. Désignons ces conjugués par Fi, Fj et Fi. L’égalite 1V, 8
devient

IV. 10. N = F' F} F. F}

Dans cette derniére égalité, F' a la valeur 1V. 9 et peut s’écrire
modulo 7 en vertu des congruences IV. 7,

FJEAI)"I"A]P{ _I_A?Pz+A3P3 (1'1'10[1 "T)'

Il résulte alors de P’égalité IV. 10 et des théorémes rappelés au début
de ce chapitre que I’on a

Iv. 11 (7) = pp,p,p, (idéaux du 2¢ degré)
odi p=id }=, F'|

et ot p,, p, et p, se déduisent de p 3 l'aide des permutations @
Si alors D,, D, et D, désignent respectivement les discriminants des

trois sous corps quadrathues K (Vbgrs), K (Vorps) et K (\/bcpf ), et
D,, D,, D, et D, les discriminants des quatre autres sous-corps qua-

drat.iqucs, on a
(&)z (&): (P_s): +1
3 n w

)-&)-)-()-+

el
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6. Sous-cas 5 (v. § 3). Un et un seul des nombres de la suite a, b, c,
ps g, r, s est diwvisible par .

Supposons que I'on ait  a =0 (mod %). On en déduit

apgs = abrp = caqr = abes =o0 (mod =) mais
bgrs 5= o, erps 5= o, bepg == o (mod 7).

Si I'on forme les huit facteurs F, F, ..., F, du premier membre
de 'équation fondamentale (formule IV. 2), on voit que ces huit fac-
Leurs sont égaux deux a deux modulo 7, et on peut écrire

IV, 12. N=F'F;F;F; (mod x).
10 Si les trois nombres bgrs, crps et bepg sont tous les trois résidus
quadratiques de 7, il existe trois nombres g.. ¢, et p, tels que
bgrs=g? (mod = ); erps=g; (mod =); bepg=(? (mod ).
Le facteur F s’écrit alors, mod = (v. formule IV, 2a),
V.13, F=V,+ V.o, +V,p.+V,p5, (mod 7)

et les facteurs F,, I, et I se déduisent de F & 'aide des permutations g;
En vertu des théorémes rappelés au début de ce chapitre et de 1’éga-
lité 1V. 12, 'idéal (x) se décompose comme suit :

V. 14. (m) = p* 92 pZ p? (idéaux du 1er degré)
ot p=id |z, F|, F ayantla valeur IV. 13.
Si D,, D, et D, désignent les discriminants des trois sous-corps qua-

dratiques K (\/ITQ:\-) K ((erps) et K (\/qu) on a, dans ce cas,
D, DA D, e
s
(-4 (2)-)-o
1: = % 7

20 Si, au contraire, un seul des trois nombres bgrs, crps et bepg, par

exemple crps, est résidu quadratique de 7, le premier membre de
’équation fondamentale IV. 2 peut s’écrire
V. 15, N=(4,+ 4,2 (A4,—A4,p)? (med 7)

ol TPon a posé
A =Vi— Vebgrs -+ Vierps— Vbepq
A =2(V,V,—V,V.bg)
el ol p satisfait & la congruence c¢rps = g* (mod 7). \
La formule IV. 15 montre que I'idéal (n) se décompose comme sutt :

IV.16.  (x)= [id m, A, + A,p{]* [id |z, A, — A,p[]* (idéaux du 2¢ degré).
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D
En outre, dans ce cas, quatre symboles (—)) sont nuls, deux sont

(3

égaux 2 —1 et un seul symbole est égal a +1.

7. DfcoMPOSITION D UN NOMBRE PREMIER IMPAIR 7T DANS LE CORPS

KA, VA, ..., V&)

Les nombres A, Ay oosy Any Ady onony A A4, oo A A, 4,
peuvent se mettre sous la forme
Iv. 17.

@y AP dP.... dE dO.... d® di.... dAP=IAPD.... AP0 de-D. s,

expression dans laquelle les nombres a;, d® et s sont premiers entre
eux deux i deux. Il y a donc deux cas possibles, suivant qu'aucun
des nombres aj, d(?, s n'est divisible par = ou que, au contraire, un
et un seul de ces nombres est divisible par 7.

8. 1er cas. Aucun des nombres a;, df), s West divisible par r.

Tutorime. — Etant donné le corps K (\/}I: \/A_J o \X;Iﬂ) tel que

les 27—1 nombres

VA8, A, A Ag BBy By AR A,

ont la forme IV. 17, les deux possibilités suivantes peuvent scules se
présenter :

Ir¢ possibilité. Les 2"—1 nombres de la suite 1V. 18 sont résidus qua-
dratiques de 7.

2¢ possibilité. 2»—*—1 nombres de la suite IV. 18 sont résidus quadra-
tidiques de = el 2+ nombres de la méme suite sont non résidus.

Esquisse de la démonstration. 1l est tout d’abord évident qutan o
S —

de raisonner sur le nombre A, A,... A; (1<Zs=n), on —

sonner sur le nombre A, A4,.... 4, puisque ces deux nombres sont

les mémes & un facteur carré prés.

10 Si les n nombres A, .. ., A, sont tous ré.sidus quadratiques de
7, les 27—1 nombres de la suite IV. 18 sont évidemment tous résidus
quadratiques de 7.

90 Si un et un seul des nombres A,, ..., 4, par exemple A, est
non-résidu quadratique de m, on peut dénombrer comme suit le nombre
des non-résidus de la suite IV. 18:




R
Parmi les nombres A,, lya 1 non-résidu,

» » v ALA,, lya n—1= (n T 1) non-résidus,

» n " .4,.443 _xlh 1l Yy a (n ; 1) non—résidus,

et ainsi de suite.
Le total des non-résidus de la suite IV. 18 est alors

1-1-("]1)4—(";1)4-...-;-1:2"—1.

39 Si deux des nombres A4, A,, ..., A, sont non-résidus quadra-
tiques de =, il y a :

parmi les nombres A,, 2 non-résidus,
» » » A Ay, 2(n—2) » »
» » » A, A4y, (n—2)(n—3) » »
etc...

On trouve, pour le nombre total des non-résidus de la suite 1V. 18,

2 4 B 3) 4 (n— B (g} 2B —SlE—d)

3
(n— 2)(n — 3) (n — 4) (n—5) (n—2)(n—3)...(n—k)
: 3 3.4 TSy
(n—2)(n—3)...3.2.1 o

=t e Fhs,nin—13)

La démonstration se fait de la méme maniére lorsque 3,4, ..., n
nombres de la suite A, A, ..., A, sont non résidus quadratiques de
7. 11y a done 271 —1 résidus.

Dans la premiére possibilité, c’est-d-dire quand les 2" — 1 nombres
de la suite IV.18 sont résidus quadratiques de x, I'idéal (z) admet, dans

le corps K (\/}1—” — \/A_,,), la décomposition suivante :
(r) == PP, 0, wes Pas on m=2"

les idéaux p; étant des idéaux du 1°F degré.
Si on désigne par Dy(A = 1,2, ..., m—1) les discriminants des
9% 1 — m— 1 sous-corps quadratiques, on a, dans ce cas,

(2)-2)-(2)- - - (i)

Dans la deuxiéme possibilité, soit lorsque 2"—1—1 nombres de la




T
suite IV.18 sont résidus quadratiques de w, I'idéal (xr) se décompose

comme suit :
(R) =999, ... Pm_ ot m=2r

o

les idéaux py étant, cette fois, du second degré.

D
En outre, 2*—*—1 symboles (-:3 sont égaux & -1 et 21 sym-

boles sont égaux a4 — 1.

9. 2¢ cas. Un et un seul des nombres a;. df‘, s est dissible par r.

D
Dans ce cas, 21 symboles (—) sont nuls.
Iy

; D :
10 Si alors les 27—t — 1 symboles (:1) qui sont 20 sont égaux A
+ 1, I'idéal (x) se décompose comme suit :

(@=vp ... 9%

——1
s

ol m=2" et ou les py sont des idéaux du premier degré.
20 Si, 27— symboles (?_—)) étant nuls, 2"—2— 1 symboles sont égaux

a-+1 et 22 symboles sont égaux &4 —1, la décomposition de I'idéal
(z) est la suivante:

()=p* 9 ... P,
——1
4
ot p, p,,... sont des idéaux du second degré.

Il n’y a pas d’autre possibilité.

10. Cas DE m = 2.

Nous nous bornerons au cas du corps K (\/-.;l—, VB, \f&) que nous dési-
gnerons par K. Il y a lieu de distinguer trois cas suivant la forme de la

base des entiers du corps K. (Voir ch. II, formules T1. 11, TI. 14 et I1. 20).

1er cas. La base des entiers est donnée par les formules 11. 11.
Dans ce cas, les sept nombres de la suite

IV.19. apgs, bqrs, crps, abrp, bepg, cagr, abes

sont congrus & 1 modulo 4.

Le dénominateur commun des nombres w, »,, «. .. m_ qui forment la
base des entiers du corps K (formules 11.11) est 22 =8, Le dénomina-
teur du premier membre NV de I'équation fondamentale (v, ch. II1. 5 et 6)
est 221, Si nous multiplions par 2% les deux membres de I'équation




T =
fondamentale N = 0 (v. formules IV.2 et IV.2a), nous devrons opérer
la décomposition de N modulo 22,

Il n’y a alors que deux cas possibles :
1o Les sept produits 1V .19 sont résidus quadratiques de 2.
20 Trous seulement des produits 1V .19 sont résidus quadratiques de 2%.
1o Dans ce cas, il existe sept nombres Py +- -5 p, tels que les con-
gruences suivantes sont satisfaites : ’
IV. 20. apgs=g} (mod 22); bgrsE{,z (mod 28); ......
abes=g? (mod 2%).
Le premier membre de I'équation fondamentale (formule IV.2) peut
s'écrire, modulo 2,
N=FF/F i Fi,
I’accent rappelant que I'on a multiplié par 22¢. On a (v. formule IV. 2a)
F' = Vi+ Vivapgs+ Vibgrs+ . ... + V} \abes,
) o P [ déduisant de I’ & I'aide des permutations o o
S arele i

Lidéal (2) se décompose comme suit, dans ce cas :
(2)=pp, ... p; (idéaux du 1t degré)
ou l'ona p= id]Z,F'(-

=

D
RIERERRIG [ (_)l) le symbole de Legendre généralisé, symbole
défini comme suit

(1_2)_3): +1 quand Dy=1 (mod 8)

(,Do_z):ﬂi quand Dy=-—1 ou %3 (mod §)

&

(%) =) quand Dy =0 ou ==42 ou =4 (mod 8).

On voit qu'on a, dans le cas ci-dessus,

2)-(&)-()-(%)= =) -

20 Trois symboles sont égaux a 4 1 et les quatre autres sont
égaux 4 — 1. En effet, les sept produits de la suite IV, 19 étant congrus
A 1 modulo 4, ces sept produits sont des nombres impairs.

La décomposition de I'idéal (2) est alors la suivante :

(2) ™ ‘p ‘pl pg p:;.‘

expression dans laquelle p, ..., p, sont des idéaux du second degré
aré.
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9¢ cas : La base est donnée par les formules I1.14 ou I11.20. Dans ces
deux cas, quatre nombres delasuite IV. 19 sont incongrus & 1 modulo 4.

Il en résulte que quatre au moins des symboles (7}) sont nuls.

Les différentes possibilités suivantes peuvent alors se présenter :

A a: D}
a) Quatre symboles 5 sont nuls, trois symboles 7 sont

égaux a4 1,

b) Quatre symboles (2—") sont nuls, un symbole est égal & + 1
_ et deux symboles sont égaux & — 1.
¢) Six symboles sont nuls, un symbole est égal & + 1.
d) Six symboles sont nuls, un symbole est égal & — 1.
Aprés discussion de ces possibilités, on peut établir le tableau suivant
qui résume toute la discussion précédente :

11. Soit « un nombre premier quelconque et soient d’autre part
B Dl way By 108 discriminants des sept sous-corps quadratiques

du corps K (\/_1, \/FB, \fé) L’idéal (r), dans ce corps K, se décompose

conformément au tableau ci-aprés :

D, :
1. Lessept symboles ( = ) sont égoux a +1. (7) = pp;...p; (idéaux du 1er degré).

Troi bol t égauxd +1 :
7. ? rols  symboles ( ) son aux a -+ g (7) =PP1PaPa (idéaux du 20 degré)
Quatre » » »—1 :
(Quatre symboles (@) sont égauxa 0
3. ; . G ? g (%) = p*p3p3ps (idéaux du 1er degrs),
. Trois » » o» 41
IV. 21. Dy
Quatre symboles ) sont égauxa 0

5 % gl (7) = p?p} (idéaux du 2° degré),
est ézgal » 41

%) Deux b

Un symbole

™
n
n

o } »
iy té 'Y 0
o ; Six symboles ( - ) gont égaux a ; (=) S pi (idéa r—
Un symbole n est égal a1

e Dy
6. } Six symboles («;r-) sont égauxa 0 g (w) = p? (idéal du 2e degré).
Un symbole » est égal a—1

Ce tableau épuise toutes les possibilités.




CHAPITRE V

Les unités du corps K (\/A. /B, \/C)*.

1. DEFmNition, Une unité du corps K est un nombre ¢, entier dans
A a 1 ;
le corps K, et dont le réciproque — est un nombre entier dans le méme
E

corps. On démontre que la norme d'une unité est <+ 1 ou — 1 et que,
réciproquement, si la norme d’un entier du corps K est + 1 ou — 1,
cet entier est une unité du corps K.

Le corps des nombres rationnels ne contient que les deux unités
4+ 1 et — 1. Le corps K (y— 1) contient les quatre unités -+ 1, — 1,

4i—ioui=y—1L

Le corps K (\/— 3) contient les six unités suivantes :

1+\/:__3 i+\/:-§ 1—-\f':-§ 1_\/j§
+i,-——-1, 2 y = 2 f 2 5 _"__2____.

Tout corps quadraliqueimaginaire autre que K (J:) o (\f_—_3)
n’a que deux unités + 1 et — 1.

Dans chaque corps quadratique réel K (\{:_n), avec m>0, il y a une
infinité d’unités différentes de == 1 et parmi celles-la il y a une unité
fondamentale ¢ telle que [¢|>1 et que toute autre unité de ce corps
puisse étre mise sous la forme ==¢%, ot I'exposant a est un entier ration-
nel, positil ou négatif **.

Pour un corps algébrique de degré quelconque, le nombre des unités

* Le corps K( ‘VA_, '\/E}T va) sera désigné, dans ce chapitre, par K.
** Yoir Sommer, op. cit, § 22,
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fondamentales est déterminé par le théoréme de Dirichlet suivant,
théoréme dont nous ferons usage dans ce qui snivra * :

Tutorive pE Diricurer. Soit K un corps de degré m: si parmi
les corps conjugués K = KW, K®, ... K™ il y a r corps réels el
m-—r

1

2
un systéeme de r=r, +r, —1 unités ¢, z,, .... g, dites unités fonda-
mentales, telles que toute autre unité e du corps K puisse se mettre sous

r couples de corps imaginaires conjugués, le corps K contient

la forme
E == gty s a v =2
= F’l "2 g
et cela d’'une seule maniére, les a,, a,, . ... o, étant des entiers ordinaires

et p une racine de U'unité contenue dans K.

2. On a, pour le corps K(y4,, .... VA,) de degré 2", le théoréme
suivant :

Tutorime. — Le corps K (VE.TI, S \f;];); de degré 2", contient
2" 1 unités fondamentales st U'un aw moins des radicaux \/'4_)_ est
imaginaire, et 2" — 1 unités fondamentales si les n radicauz \/_17 sond
tous réels.

Ce théoréme résulte immédiatement du théoréme de Dirichlet.

3. CororrLairE. Le corps K (\/_-'-1, VB, VC) admet, en vertu du théo-
réme précédent. trois unités fondamentales st U'un aw moins des trois
radieaux \f:'l', \/E \/Q_estimaginaire, et sept unités fondamentales si les
trois radicauz \/ A, /B, JC sont réels.

Cas ol LE corps K(\/A, VB, VC) NE CONTIENT QUE TRots UNIThS
d P T
FONDAMENTALES ET LES RACINES DE L'UNITE - 1 ef — { **

4. L’une au moins des quantités -1, VB et yCest complexe. Un et un
seul sous-corps du 4¢ degré (v.chap. I.6) est réel. Cela résulte de la facon
méme dont ces sous-corps sont formés. Nous supposerons, pour fixer les
idées, que lesous-corps réel est K dont la base est ['l, \/hqr_‘.i__\fm \;‘}Tm]
(v. ch. L. 6). Les trois sous-corps quadratiques K (\/bgrs), K (\/(};5)
et K (y/bepg) étant réels, ils admettent chacun une et une seule unité
fondamentale (v. § 1 de ce chap.). Désignons par ¢, Punité fondamen-

tale de K (ybgrs), par ¢, celle de K (yerps) et par e, celle de K (y/hepg).

* Voir D. Hilbert, op. cit. p. 4%
- s 1 ' .
** Vair ch. VII le cas ou le corps K contient encore d'autres racines de l'unité.
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Le corps K, (\qurs, Verps) admet trois unités fondamentales que nous

désignerons par x,, v, et y,. Enfin £, Z, et & seront trois unités fon-
damentales du corps envisagé K (A4, V8, yC).

5. Prosrizme. — Connaissant les trois unités fondamentales ¢, ¢, et ¢, des
sous-corps quadratiques réels K (\/bgrs), K (\erps) et K (\f@),_c;insiaqug
trois unités fondamentales x,, v, et v, du sous-corps réel K, (\J’J‘:qrs, \,"Es)
du 4° degré, trouser trois unités fondamentales ¢, z, et &, du corps
K (VA, VB, /C).

Pour résoudre ce probléme, on peut procéder comme suit : Les trois
unités 7, n, ¢ 7, qui sont trois unités fondamentales du sous-corps
Kl(\f“"fflf‘-‘*'s \z"'"P"’): peuvent s’exprimer, en fonction des unités fonda-
mentales de K, de la facon suivante :

n= :‘:l ﬁ’ :::

by by b

— -|— 1 3 - ¥

i =y ey Ry
e == + »£1 Pc“' ?,n:]
b i e A )

formules qui peuvent s'écrire aussi

o
==tk

wbag
V. 1. ¥, =k 295

N
g == 0y 7825 .

Ici, @ désigne le plus grand commun diviseur des trois nombres a,,
a, et a, plus grand commun diviseur que nous prendrons positi-
vement ; 7. 7, et 7, sont de nouvelles unités fondamentales de
K (V4, VB, VC) et bc, .... [ sont des entiers ordinaires.

On a d’abord le

6. Tutorime. — Dans les formules V., I, chacun des trois entiers a, ¢ et
| ne peut prendre que les paleurs 1 et 2.

Pour démontrer ce théoréme, il suflit d’appliquer aux deux membres
de chacune des égalités V. 1 l'une des permutations gy (v. ch. L 4)
choisie convenablement.

Considérons, par exemple, la premiére des égalités V. 1, et appli-
quons-lui la permutation ¢, qui laisse inchangé le sous-corps réel K.
Cette égalité devient, puisque ¥, fait partie de K,

V. 2. 7y = k= 208

ot )V désigne ce que devient ), par I'application de la permutation P,
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Multiplions membre a membre la premiére des égalités V. 1 et

Iégalité V. 2, on obtient
- a

e w3 = (A, XM)"

Mais 11151’ fait partie du sous-corps K, (v. ch. 1. 6). L’unité )\1)._(11)
peut donc se mettre sous la forme
VAL 2 M0 =ty (my entiers ordinaires)

L’égalité V, 3 s’écrit, en vertu de V. 4,

};3 = -+ .n;:m, x_:m, .ﬁ:m‘,
de laquelle on déduit
am, = 2; am,=am;=_0.

‘Puisque a est un entier ordinaire positif, la premiére des égalités
ci-dessus montre que a = 1 ou 2.

7. 11 y a lieu, dés lors, de distinguer huit possibilités, résumées par
le tableau suivant :

jre 2e g 4e 3¢ 62 Vi ge

g l=11lelL|alxi2]2]2
V. 5.

glas |k | Z ]2 |0ld|2 |8

fl=talg|atd|®]|z]s|2

Nous ferons tout d’abord la remarque suivante :

Sid,, %, ¢t )y sont trois unités fondamentales du corps K (v A, \/B, V),
les unités 270, 27732,, ou z, y et = désignent des nombres entiers
ordinaires, peuvent étre prises pour unités fondamentales & la place
de ), et de 2, respectivemnent. En effet, si

i — @y et & . o
H= i>‘1""2”)33, ou les a; sont des entiers
ordinaires, est une unité quelconque du corps K, on peut écrire
: @y —ay y—z(2;—a832) nx (E.—a
=g FEER (A5 W DAY,
expression dans laquelle les exposants sont des entiers ordinaires,
8. 1l est alors possible, en vertu de la remarque précédente, de rem-
placer, dans chacune des huit possibilités du tableau V.5, les unités

fondamentales %, %, et 2, (v. formules V. I) par d’autres unités fonda-

mentales plus faciles & calculer.
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Considérons, par exemple, la premiére possibilité du tableau V, 5,

savoir :
a=¢=f=A1.
Les formules V.1 s’éerivent, dans ce cas,
H= o oo 1y
- b
R e 5

g = == 29250,
La remarque faite au § précédent permet de prendre pour unités
fondamentales du corps K (\/_‘1, VB, \/C) les unités suivantes :
b ~d~e
dokade B itk
c’est-a-dire Vi ¥y EF g
Prenons encore, A titre d’exemple, la deuxiéme possibilité du tableau

V.5 soit

0= ==
b~
V. 6. Ne = == )\1 X
Tig = i)‘clt)::’i

En vertu de la remarque faite plus haut, les trois unités fondamen-
tales 2, 7, et ), peuvent &tre rcmp’lacéef» respectivement par ). , 7-? Bt
Supposons, par exemple, que 'on ait
=e=0 (mod 2)
et posons, par suite,
d=2d, et e= 231.
La troisieme des égalités V. 6 peut alors s’écrire
d e
7y ==t (5283,)".

L’unité J, peut é&tre remplacée par 23250, de sorte qu'on peut
prendre pour unités fondamentales du corps K (\/A, VB, \/C) les trois
urnités ).1, )'-?}'-g ot )_‘f: ).ii itz c’est-a-dire

Yy Yz et \/i Ny

Si T'on fait toutes les hypothéses possibles au sujet des valeurs que
peuvent prendre les exposants b, d et e (formules V. 1) suivant le
module 2, on obtient, aprés discussion des huit possibilités du tableau

V. 5, le résultat suivant :
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is: g 8L 7y désignant trois unités fondamentales du sous-corps ré{:l
K, (Vbgrs, \/c;};), les unités fondamentales du corps K (JI VB, \/C)

qui en résultent peuvent prendre les formes suivantes :

Valeur du produit acf Forme des unités fondamentales du corps
(formules V. 1.) K (VA4, VB, VC).
ac] = 1 T s Ny - ?,n
s 7, Vi,
acf = 2 %y 7, - == 7,7, OU Vv “iTr:;:
, v, =
%y s V. Vs,
% 1 Vo = Vi x,
7, VEn, VEnz
acf = 4 9, 3 VEn, .  VEgnz
V. 7. Vi VEmns Van
% Vg, Vg
%9 Vnn, Vg
VEn,. VEr, Vs,
"._t'.v;r " \‘ri—?;a ’ V?ﬁ»i
VEn, VEn, VEunz
== V== VEPE Vin,xi
VEr, Y Endt, VERa,
VEn,, Ny Vi—n;n:x;

9. Certaines formes d’unités fondamentales que nous avons obtenues
par le calcul précédent ne peuvent pas se présenter. Je dis que les racines
4iemes gt les racines 8%t du tableaw précédent ne peuvent pas étre des unités

du corps K (VA, B, JC). ’
Nous nous bornerons a le démontrer pour \/751 Wi, %5

Posons
L 08 2
V7, 1, 7ig

V.. 8.

et supposons que ) soil une unité du corps K (V4, VB, \f(j) Appli-
quons aux deux membres de I'égalité V. 8la permutation @, qui laisse

m
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inchangé le sous-corps K. Les trois unités v,. 1, et s, faisant partie du
sous-corps K, elles ne changent pas, et I'égalité V. 8 devient

.9, 20 =1/
Vv 7 Vs

La multiplication membre & membre des égalités V. 8 et V. 9 donne

Vad O- 7080 = Tig \"I'f-‘l Yia

Mais 22® fait partie du sous-corps K, (v.ch. L. 6). Comme %o e,
sont trois unités fondamentales de K . on peut écrire

V. 11. : O A

fq" 2

ou a, a, el a, sont des nombres entiers ordinaires.
L’égalité V. 10 devient, si on tient compte de V. 11,

e

By oy polly — I
Ty g2 Vgt =y Vo,

w20 2R — o 2
ou L ""2"’3““““17' 1/

213
De cette égalité on tlire, en identifiant les exposants,
Za=1, 2=, 2a, = 2.
Mais les deux premiéres de ces égalités sont impossibles puisque
a, et a, sont des entiers ordinaires. L’hypothése qui nous y a conduit,

A savoir que 7 == V7, 7,7%; est une unité du corps K (V4. VB. \/E)’ est
donc inadmissible.
Le tableau V. 7 se réduit au tablean suivant :

Tableau des différentes formes des unités fondamentales

du corps K (\/_I: VB, ﬁ)

Valeur du ’produit

s Forme des unités fondamentales.

Hirs Vs s Ty
H Wiy . V=
2 =2 ) B ¥y NES
V.12 e Tas V = v e
f\ Tie o (Vs 7P \'!‘Ef:u_
22 =4 tir Vv, VEmm
( Tig VEvems, ¥ Erwm
el \'ri'ﬁr \/.in-!: \/_I:m
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Cas ou Le cores K (\Fiq, VB, JE) CONTIENT SEPT UNITES

FONDAMENTALES *.

10. On sait que, dans ce cas, les sept sous-corps quadratiques de K
sont réels. Nous désignerons dans ce qui suit par

;. l'unité fondamentale du corps K (bgrs)

|

& » » » K (\#crps)

g » » w K (\/ qu)
&g M R % » K (\@)
o v » K(\abp)
&, » » oo K (Veagr)

g, » » » o K (m

Chacun des sept sous-corps du 4€ degré est réel et admet trois unités
fondamentales. On sait en outre que, si g, & et g, sont les trois unités
fondamentales des trois sous-corps quadratiques d’un corps K, du
4¢ degré (v. ch. L. 6), les trois unités fondamentales de K, peuvent
prendre 'une des sept formes suivantes " :

I &5 T3y S

2% 5 Eri @

3. &5 & \f Ery OU Vg,
V. 13. &4, SR '555. &

b. Sr @r \/'Eu

6. &, Vo, Ve

7§ &3 \/5, gy Veérta

Enfin, les unités g contenues dans les différents sous-corps du 4¢ degré
sont données par le tableau suivant :

le corps K, (1, Vbgrs, Verps, \/bcpg) contient ¢ ¢ ¢,

» K, (1, Vapgs, Verps, \eagr) » I
v K, (1, Vapgs, Vbgrs, \abrp) e & €,
V. 14. » K, (l, Verps, Vabrp, \/abc.s‘) » I
» K, (1, \/ﬂ-—p;g \f@, \f’m) » &gy &y a;
» K, (1, bers, eagr, Jabes) e

= K, (1, yabrp, Vbepy, y/cagr) » 65 & €

Nous désignerons dans la suite par «;, 3,, 7, un systéme d’unités fon-
damentales du sous-corps du 4°® degré K,; par o, B, 7, un systéme

* Le corps K( VfT, VE V(_)'} sera désigné par K,
** Voir Amberg, op. cit., § 5.




s e

! T o
d’unités fondalentales du sous-corps K, etc...; par ay, f3,, 7n UD SYs-
téeme d’unités fondamentales du sous-corps K, De plus, les unités
fondamentales des trois corps quadratiques contenues dans K, seront
» . £ - n - - . i -
désignées par &M, ™, £ ; par exemple, on aura pour le sous-corps K,
sl on se repor te au L*\hleau V.14, W =¢5 D= ; O=q,

11. Nous avons tout d’abord le théoréme suivant :

Tutorine. On peut toujours chotsir, parmi les 21 unités ey, [, 7,
(n=1,2, ..., 7) qui constituent les systémes d’unités fondamentales
des sept sous-corps du quatriéme degré K,, sept untiés T T,
telles que, st on les met sous la forme suivante :

= == 74
Yy = i }.i" :’.';2
o = 2 g 2 08
V. 15 Py = = 281 28 abs 2%
g, = 2k 28 2% 2% 2% 38
pg = = Mr 301 3% 98y 3Es )%
P = = i ;‘.i’l },';’ ).‘;3 }.‘:-‘ ); f: ). .
o ). ., forment un systéme d'unités fondamentales de

K (\/ 4, r \/—) chacun des sept entiers a,. a,, ..., a, ne prenne que

les valeurs 1 et 2.

Pour démontrer ce théoréme, nous montrons

a) que, quelle que soit la forme des unités fondamentales des sous-
corps du 4@ degré (v. tableau V. 13), on peut toujours trouver, parmi.
les dites unités fondamentales, une unité fondamentale p, qui soit telle
que l'entier a,, dans la premiére des égalités V. 15, ne puisse prendre
que les valeurs 1 et 2.

b) qu’ayant choisi les unités p, p, -« ., pm—y (m < 7), des égalités
V. 15, de telle maniére que les entiers @,, ..., Gp—, ne puissent
prendre que les valeurs 1 et 2, il est toujours possible de choisir yn, de
telle facon que ap jouisse de la méme propriété,

De ces deux propriétés résulte le théoréme énoncé.

12. Reprenons les égalités V.15 et posons
RA=aa,. ... a,
R est donc égal a 1 si les sept entiers a) sont égaux & 1; R = 2si un
et un seul des entiers a; est égal & 2, les autres étant égaux a 1. _
D’une maniére générale, R = 2¥ (1 < k =2 7) si k entiers de la suite
Uyy @y « ooy Gy SONL 6ZAUX A 2, et 7 — k entiers de la méme suite sont
égaux 4 1. La plus grande valeur de R est donc 27 = 128,

5
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13. Cas particulier. Supposons que quatre sous-corps du 4° degré
aient des unités fondamentales de la forme (1), tableau V. 13.
Admettons, par exemple, (v. tableau V. 14) que ¢, ¢, et ¢, soient
les unités fondamentales de K, ; ¢,, ¢, et ¢ celles de K,; ¢, ¢ et ¢
celles de K, et g, ¢, ¢, celles de K,.
Les formules V.15 s’écrivent, dans ce cas,

g == A
g, = =k ANt A%

— i 20 a
g, = = 2% A)a 23

o d by
V. 16. W 2 2os Al )%
= 5 ds by Ja
g, = == 204 2% QS 0¢ )%

b 3 d € b
T e ){: A2 J3s )& 22e %0
— = 3 ey Jds 268 )be 32;
g, = k= 29y N3 2% Mds 2 N B,
On a alors le

Tutortme. — Dans le cas pariiculier des formules V. 16, le corps

— n
K (VA, VB, @ n’admet aucune unité de la forme \/ = Efuels ... glR

E
(k < 7) dans laquelle Uentier n est supérieur a 2.

Démonstration. Tout d’abord, il est évident que 'entier n est pair et,
si n> 2, ¢’est un multiple de 4,soit n = 4n,. llen résulte que I'un au

n
moins des exposants a,, «,, - .., @ dans Pexpression \/ e oo R

est impair. Supposons, pour fixer les idées, que «, soit impair et
posons a, =2 + 1.

Posons encore

V. 17. b= :/iefw:!...s:k.

Si on applique aux deux membres de V. 17 la permutation ?,
(v. ch. 1. 4), les unités ¢, ¢, et ¢, ne changent pas, puisque ces trois
unités font partie de K|, tandis que 'unité s;‘l, pour 2 > 3, se trans-
forme en son conjugué &

L’égalité V., 17 devient

n
ot o, &, 0, %
V. 18. b \/iellezisaﬂsi e

On obtient, par multiplication membre & membre des égalités V, 17
et V. 18,

o =\ Edughga o
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V. 19. (66")" = = 2%t 2% 2%,
Mais 66’ fait partie du sous-corps K, dont les unités fondamentales

sont, par hypothése, ¢, ¢, et g (v. ch. 1. 6). On peut donc écrire
comme suit le produit 66’ :
V. 20. 66' == 1 22 ¢
ou a,, a, et a, sont des entiers ordinaires.
L’égalité V.19 devient, en vertu de V, 20,
AT gt Agn 20y o2a, ao
o it ot et = b 2% d% 2%,

On en déduit
na, =2« ; na,=2a,; na,=2a,

Si on rappelle que n = 4n, et a; = 2a; + 1, la premiére des égalités
ci-dessus s’éerit
han, = haj + 2

d’ou 2a,n, = 2a; + 1.

Cette derniére égalité étant impossible, I'hypothése qui nous y a con-

n
duit doit étre rejetée. Le nombre § — \/ie;‘t €gt =<+ e, me peut pas

&tre une unité du corps K (\/E, VB, \ff.‘) dés que n est supérieur a 2.

14. Forme des unités fondamentales du corps K (\/71-, \/}_7, \/E)

dans le cas particulier du n° 13.

Notations. Pour simplifier I'écriture, nous admettrons ce qui suit :

1) \/g_: représentera I'une quelconque des sept unités
«iEI,¢iE.2,... =

» Al
3y o ésentera I'une quelconque d —~—7-6 ité
2) y¢ ¢, representera lune q que des = 21 unités

&

\/j“_ EyEpy vees \/i Eg ke
3) Dans unsystéme d’unités fondamentales du corps K (\/fT; VB,\C),

systéme qui comprend 7 unités, nous n’écrirons que les unités g situées
sous un radical. Par exemple, le systéme e, /.

g’éerira comme suit : .
[Ve, el

4) Nous ne considérerons pas comme distincts deux systémes tels
que les deux suivants :

[Ver Vel et [Ve, ve].

-1 Ea:‘ 'E.p 55? Es! E‘l

e N e
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Dans ce cas, nous n’indiquerons que I'un d’eux, par exemple [\/gl, \15_2]
et ce dernier représentera tous les systémes d’unités fondamentales
qui contiennent deux unités de la forme Vs et cing unités de la forme &.

5) Enfin, au lieu d’écrire y/z,z,. nous écrirons /:

1.2°

Tableau des différentes formes que peuvent prendre les unités
fondamentales de K (\A, J/B. \/f‘)
Posons, comme plus haut,
R=aa, ...+ a,.

Si R = 1, le seul systéme d’unités fondamentales est
(1 forme).
Si R = 2, les systémes possibles sont les suivants:

[\’5‘1_]; [\/-'1_2]! [\/Ene,:]; [\/eigees-a]; [\/el-z.- --o,sl; [\/31,---,n]; [\/51---,7I°

(7 formes.)

&7 By ey By}

S5i B =4

[\/-’i,. \/ﬁ! [\/5;1_2_, \/51.3,4] ] [\/51,2,3, \/51,2,1,.-,] ;

[V Vauddi  [Veus Vesuali (Ve Vs

[\/-:;_ J:g___-j]! [\/51.2, Jal.ﬂ.--o.ﬂ]; [\/-’-1.2,3, \;En,z,a,s,n.:];

e s Vi Vil

[\/: \[33, ....':]i
[\/’51,2,3,.;. \Ifg.z,u,n]; [\/51,2,-—-.5, \/fl.z.ﬂ.a.a]; [\/—::___.; \/51,_3: _:1]
[“El,;:,:i.-l. \/51.2.3.5.513 [\/51,2,..-_.&. \/Ex.e.::,q.r,_.-;];
Whin, Winmesds

(21 formes)

Pour R =8, on obtient de méme 35 formes différentes ; pour R = 16,
35 formes et pour R = 64, 7 formes. Enfin, pour R = 128, le scul
systéme d’unités fondamentales est le suivant :

[V Vo Vs Ve Ve Ve Vel
Il y a donc au total
14+7+204+3+3+214+74+1=128=27

systémes d'unités fondamentales.
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CHAPITRE VI

Nombre de classes d’idéaux.

1. Considérons le corps K (\f dsviens \f'A,,) réel ouimaginaire, de de-
gré 2n=m. Soit, d’autre part, o, wf?), ..., o) une base des entiers du

corps K (VA,. ..., V4,). Formons, & Taide de m variables réelles
quelconques 1, Uy, « .., Un, les formes linéaires
E“) = wiﬂ} h'1 + mg-") NZ + s + "’S:) "m (3 = j: 2_- e ?n):

expression dans laquelle m;'”, w‘}”". sy m;"‘) sont les conjugués de mgﬂ_

Nous écrirons, de plus, "
£(1)

%
<

Illl

Posons maintenant, si le corps K (\/4 sy AR ) est réel, (tous les
corps conjugués de K, soit K®, K®, ... K@ sont alors réels) et pour

£) non nul,
log

=L ®).

Si le corps K (Wl ssq VA4,) est imaginaire, il en est de méme des
corps [conjugués K@, ..., K@, 8i K@ et K¢ sont deux corps imagi-
naires conjugués, nous Poserons

zog|*w|—: (&) — il ()

5...

log| &N | = E (5) + ilyr (2)
ou l'on a
<l (D) <2
Les grandeurs
VI 4. L(E), L(E)s «ens tn(®)
sont toutes réelles et elles ont une détermination unique en fonction
des variables u,, u,, ..., uy. Les grandeurs V1. 1 sont appelées les
logarithmes de la forme E.
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Si N(Z) désigne la norme de £ on peut écrire, en vertu de la défi-
nition de la norme, (v. ch. L 5)

Vi 2. i@ . |, B = N(£).
2. Ier cas. Le corps K (VA,, \/I:’ ooy VA,) est réel.
Si w,, #,, ..., Un sont des entiers ordinaires non tous nuls, le

nombre £ — £ est un entier du corps K(\/Z, ..., VA,), entier qui
est différent de zéro. Posons £ = «. Les grandeurs [ (), l,(«), ..., ln(e)
sont dites les logarithmes du nombre entier a.
L’égalité VL 2 devient, si on y remplace £ par « et si on pose o) = a,
aM @@ 2™ = N(a),
d’ott 'on déduit
VI. 3. L(a) + L(2) + l(a) + .- 4 lu(e) = IN (),
ol IN () désigne la partie réelle du logarithme de N («). .
Désignons par ) une unité quelconque du corps K (\/I, sy M)
Comme ona N()) = - 1 ou—1, I'égalité VI. 3 devient, si on y rem-
place « par 3,
VI. 4. LO) +L0)+ L)+ oo + ()= 0.
Or, le corps K (\/I ST \/I,) é¢tant réel par hypothése, il admet
r = m — 1 unités fondamentales (v.ch. V). L’égalité VI. 4 peut done
s’écrire
Vi. 5. LOY 4+ 4L,0) + oo + ba(2) =0
2 cas. Le corps K(VA,, ..., JA,) est imaginaire.
Si on désigne ,comme dans le cas précédent, par « un nombre entier

du corps K (VA,, ..., JA,), l'égalité VI. 3 peut s’écrire
ll(a:) - L_!(:z‘l + .. + %(o:) = “\'(#)

2
Désignons par 7 une unité du corps K (VA,, ..., VA4,), I'égalité
ci-dessus s’écrit, pour ) = a,

Vi, 6. LOY +50) 4 -0+ () = 0.

2

: S TR n .
Mais le corps K (\/A“ =Ly \;'A.,,) admet dans ce cas r%’_—)-_ 1 unités

fondamentales. L'égalité VI. 6 devient, si on y remplace %-? par r 41,
LO) 4+ LO) + oo + b = 0.
Larelation VL. 5reste donc valable quand le corps K (Vds aveess VA,)

est imaginaire.
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LE REGULATEUR DU compes K(\/A_l, VA o ovay VEG):

3. Désignons par },, 4,, ..., - unsystéme d’unités fondamentales du

corps K (VA,, ..., A4,), le corps K pouvant étre réel ou imaginaire,

Formons le déterminant

l, (A 4 I; (}.2) 50 wieey kg
LG s L) ey L0
VL7. A= LG s L) s (%)

-------------------------

.........................

On appelle régulateur du corps K (\/A_l, R \/I,,)*, et on désigne
par E, expression

VI. 8. E=

A
‘E ]
ou A est le déterminant VI. 7 et ot u désigne le nombre des racines de

I'unité contenues dans le corps K (\/A_l; Gy \/IJ

4. Désignons par h le nombre de classes d’idéaux du corps
KAy o0y VA,) et posons

Q(s) X

H—l—,

— N(py

le symbole IT étant étendu A tous les idéaux premiers p du corps
K(JA,, ..., y4,), et N(p) désignant la norme de I'idéal p.

Nous utiliserons dans la suite la formule suivante** :
VI 9. Ll’:ﬂl(s pr=— 1)0(3) ot gh,

s—1
oit h désigne le nombre de classes d’idéaux, ou 'on a posé
LE(2n)y—
VD

Dans cette derniére expression, E désigne le régulateur du corps

(v. formule VL 8), n est le degré du corps. Quant & v, c’est r, -+ r,

(v.ch. V.1). Or, on a vu au chapitre V. que » = r, 4 », — 1. On a done
y =1, -+ r, =r + 1. Enfin, D est le discriminant du corps (v. ch. III).

l

VI. 10. g

I

et on % = Jv—n—1_

* Voir Lejeune Dirichlet, 3¢ édition, p. 569.
#* Voir Lejeune Dirichlet, op. cit., p. 578.
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Si on désigne par p un nombre premier ordinaire, on peut écrire la
fonction Q(s) comme suit * :

. ‘ 1 ; 1 3§
VI. 11. Q(S)_n(l——-p-*ﬂﬁ'J__p—ngs' '__1__p—91=s)1

(r)
ol ny, n,, ..., N sont les degrés respectifs des idéaux contenus dans
(p) et ou I'on a done
(P) = Pibps ovn - Pe
et I\T(pl) — p"‘:, ‘]\?(pc) = -N(‘pe) — p"e,

Le produit IT est étendu a tous les nombres premiers p.

APPLICATION AU CORPS K(\/:T, \/E, \/(_‘)

5. Dans ce chapitre, p désignera un nombre premier rationnel.
Reprenons les formules IV. 21 qui donnent les différentes décomposi-
tions en facteurs idéaux de I'idéal principal () que nous écrirons donc (p).

D
1t cas. Les sept symboles (-pi) sont égaux @ —+ 1.

Dans ce cas, on a (B) = Pubyv <o “ Py

expression dans laquelle p , ..., b, désignent des idéaux du 1er degré.
Le facteur sous le symbole IT dans la formule VI. 11 s’écrit, si on
remarque que n, = n, = ... = n, = 1,

()=
e ) ()T [ (2T

D-
2¢ cas. Trois symboles (?J) sont égaua & -1 et les quatre autres & — 1.

Le facteur sous le symbole II dans la formule VI 11 peut s’écrire

—p = —p- [1 = (%) p—f]_!

()T )T 8l ()T

&5 (Qs_-) (f—iu) et (%’) sont les trois symboles qui sont égaux a
P P

* Voir Lejeune Dirichlet, op. cit., p. 579.

|
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+ 1 et ol w prend les quatre valeurs de la suite 1, 2, ..., 7 qui sont
différentes de r, uw et ¢.

By
3¢ cas. Quatre symboles (-}—;) sont nuls et les trois autres sont égaus @

+ 1.

Le facteur sous le symbole II dans la formule VI. 11 s’écrit, dans ce

cas,
@ —p¥t= L —p. [1 _ (%) pﬂ]-l

[ ()T 0BTl &) T

Ur Du JDV . I)w
ol (F) £ (?) = (I_J) = 1, tandis que (?) = 0 pour w£r,

u et v.

»

£¢ cas. Quatre symboles (F}) sont nuls, deux symboles sont égaux a — 1
el un seul symbole est égal a + 1.

En posant

D, D, D,
(%) = +J; (y)g(;)::-—-i et (?) =0 pour ;p;_-ir’ uw el #,

le facteur sous le symbole IT dans la formule VI. 11 peut s*écrire
D,

(L — gy te=d —p s [fi s (?) p_"]_l

[~ )T - ()T - (@)

; . (D,
5¢ cas. Un symbole est égal a + 1, soit (—-) = + 1 les siz autres

o

symboles sont nuls ; posons (—P—) =0 pour w == .

Le facteur sous le symbole II dans la formule VI. 11 s’¢crit

it it e - (e

r

5 . g .
6e cas. Un seul symbole, soit (-}—)—) est égal @ — 1 et les siz autres

symboles sont nuls.




g
On a, dans ce cas,
o) —E D —1
{—p—2) "= (L —p)T. [1 — (—') —*‘] =T [ e (__'.") —s] :
== P p) ¥ ] =L

En résumé, dans les six cas du tableau IV. 21, c’est-a-dire quelle
que soit la décomposition de I'idéal (p) en facteurs idéaux du corps

K (\/Z: VB, \C), le facteur sous le symbole IT dans la formule VI. 11

peut se mettre sous la forme

e )T b @) T
1= T

6. Reprenons la formule VI. 11. La fonction Q(s) peut alors s’écrire
comme suit * :

= 2 () 1 /IDN 1 J’_—)2 1 /D
VI. 13. Q(s)_LEZE(Fi)L;F(E)""'E;,;(;:)

ou les sommations s’étendent 2 tous les entiers ordinaires m.
La formule VI. 13 peut s’écrire, en vertu de VI. 9,

Ll A7) = Digs L2 2 (‘Z) -

VI. 12.

4 g1 —>1 = m* s\ m
I. 14. m
: N\ 1 (D,
. * ,/_J ? '}'_7: —— g}l..

Or, on a "

. p—1 ) 1 (D, 1/D
T $ s ., SRy N p
'”‘g‘:zn} g oy :r-l—;:},,;' not ( ’”> -’—‘n%(m (n=1,2,...,7)

La formule VI, 14 devient alors
1 (DN 1 /D 1 /D
45 el et " el et B o NS TEEY =
VI. 15 ;m (m) i (m) e Y= (m) = gh.

Si on pose, pour simplifier I'écriture,

o 4 D).
;\_‘;<_.)__=—:E) pour ) =1,2, ... 7

m

et si on remplace g par sa valeur donnée par la formule VI. 10, on tire
de la formule VL. 15 '

>y A
V[. 16. h: —‘1“"}3 faee e \fD
XE(27?}N-——‘J

* Voir Lejeune Dirichlet, op. cit., p. 580 et 609,
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Nous distinguerons maintenant deux cas suivant que le corps
K (\/:f, VB, VC) admet. trois ou sept unités fondamentales.

7. Le corps K ( A, \/_g, V E') admet trots unités fondamentales. On a,
dans ce cas, (v. ch. V):

v=4; m=28; x=22“—"_‘=2“'1; n—y=—=4%,

La formule VI. 16 devient donec

\ 1 N
B3

Y -
VI 17. e . =, VD

2
2E
Calcul du régulatewr E du corps K (\/A, {B, JC).
Reprenons les formules V. 1
9, =]
VI. 18. vy === 0328
n, = =& 25254

ot ), %, et X, sont trois unités fondamentales de K(\/z, VB, \/C),

tandis que 7, 7, et », sont trois unités fondamentales du sous-corps

réel K, (\/bqrs, Verps).
Désignons par A, le déterminant VL. 7 relatif aux 5, on a
11 (m) ] I1 {ng) ¥ 1'1 (Yis)
VI. 19. '&11 —_— 12 (T-‘l) 1 l (7-73) y '!-3 (ﬁa)
la(rﬂ;)! l (??9_) ) IE:3 (.rf.s)
ot les I (n;) ont la signification rappelée aux § 1 et 2 de ce chapitre.
On tire des égalités VI 18
L(n,) = al.(2)
le(n,) = bL(2) + ¢l:(2y) pour r =1, 2, 3.
l‘II" (xs} = d"rl“{.}1) + '?’If (.?_-) +/ !f‘(}';)

Le déterminant A, (formule VI.19) peut s’écrire

VI. 20. A, = acf- A,

oit Ay désigne le déterminant .VI' 7 rt.:latif aux Jy.

Pour calculer A, il faut distinguer six cas différents smivant la forme
des unités fondamentales 7, 7, et », du sous-corps réel K. Ces unités
fondamentales sont données par le tableau V.13.

Si on calcule la valeur de A, pour les six cas de ce tableau, on voit
que A, a la forme suivante :

Vi, 24. e 201 (51) l (33) l (S:I)
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ou p, entier ordinaire, est donné par le tableau suivant :

Cas Unités l'on_nlnme_r_l_gﬂ]es _— Valeur de
du sous-corps K, ( Vbgrs, Vreps) o
I s gy £, 2
2 LI Sy \[f;_ N 1
VL2 | 3 | o iy s 1
4 &3 £, \f!e] G i
2 3! ;‘:' \’rl;:: 0
6 En \;"._:2 : vV &8 0
7 £ Vee: Ve 0

La formule VI.20 donne

VI. 23.

Or, le produit acf est une puissance de 2 que nous représenterons par

2#, 00 p.=0, 1, 2 ou 3 (v. tableau V. 12). Parsuite, la formule V1. 23 peut

A, =

A

B3
acf

s"écrire, si on remplace A, par sa valeur VI, 21,
"\}. o 2’; I (51) l (za) E (53)1

VI. 24.

expression dans laquelle on a 27=2¢"#. L’exposant 5, qui dépend i la
fois de Ja forme des unités fondamentales y,, 5, et , du sous-corps réel

K, (Vbgrs. \erps) (v. tableau VI. 22) et de la valeur du produit acf,

est donné par le tableau suivant :

acf =1 acf =2 acf = 2° acf = 28
l 2 1 0 | —4
2 1 0 — | 2
vios| 2 : e 4. | =
4 1 B O} =% | =3
5 0 4 | =2 | =3
6 0 - | = 1 =35
7 0 —1 [ ~F | B




= G
La valeur de p correspondant au cas n® du tableau VI.22 et 3 une
valeur donnée du produit acf, se trouve 4 l'intersection de la n¢ ligne
du tableau VL.25 et de la colonne qui porte en téte la valeur donnée de
acf.
Reprenons la formule VI. 8 donnant le régulateur du corps
A
VI. 26. E=—

u

ou Ay a la valeur VI 24 et ot u désigne le nombre des racines de I'unité

contenues dans le corps K (\/T VB, m D’aprés les hypothéses faites,
u = 2, et le régulateur VI 26 devient, si on remplace A, par sa valeur,

VI. 27. E = 271 (g) I(g,) I(s,).
La formule VI. 17 donnant le nombre de classes d’idéaux devient,
en vertu de VI, 27,

O 3 S« Stusion il
L, .\...: ‘\_,? VO N = o0 = (B

272 U (e) 1(e,) L (e,)

VI. 28. h =

Désignons par hy, h, et h, les nombres de classes d’idéaux des trois
sous-corps quadratiques réels dont les discriminants sont D, D, et
D, Ona®

—x L ] \_‘
VI. 29 h =—\/i?¢‘—1: h :_\/_D,‘:‘_,_L_'l_, T I)z‘/—‘:_
e A f(il} # !(32} ; 2 é(as)

Si hy, hys by et h, désignent respectivement les nombres de classes
d’idéaux des quatre sous-corps quadratiques imaginaires dont les dis-
eriminants sont D,, D, Dy et D, on a*

— \
u 'JD) \
by = “_“i_—:}— pour ) =4 5,6, 7.
Mais u :2, done
e, |
\f“).;\_u,
VI. 30. hy = s pour =45 6,7

Si on tient compte des formules VL 29 et VI. 30, la formule VI.28
devient
V1. 31. h = 2-{'74'2”!1?!3:"!3 b owe h? 5

* Voir Lejeune Dirichlet, op. cit., p. 608 et suiv.
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8. Le corps K (\/Z ; \/E, \/E) admet sept unités fondamentales. Suppo-
sons, en premier lieu, que nous soyons dans le cas particulier du
n V. 13, et reprenons les formules V. 16, savoir :

g =t ):I
g s = )'i’. }";2
V1. 32. 5= 20N

6 =B85,

Le déterminant VI. 7 s’éerit, dans ce cas,

VI.'33. HEJ: 3(52), £(53): E(e-l)! 8(55), ’E(Ec)r g(E-;)
I(El)i 3(62), Z{E:Js_"s (‘-'.1)9'_'!’ (Es)rHI (EG),—I (51)
=l(e), Ue)y—l(er)s Ue)s—L(es)y Ueg)—L(e;)

Az = J(E‘I),—z (52)!_3 (E:i}a E(Eq)s "’(55)!_5(50)!_“57) = i(E]ii(sg) 0y

o), Hedile)—be)s Ued—lle, Ue)| o HE)

-1 (El),—'z (52)1 Z(E:;): J(E,‘),—I (55):_!" (En)’ E(E'z)
5(51) !_I’ (Eg) :_l {Ea) =i (34):_’3 (55)} E(Eu}s l (57)

Si on désigne par A; le déterminant V1.7 relatif aux }, les formules
V1. 32 permettent d’écrire

A
Ay = -

By By wus o0y

ou, en remplacant A, par sa valeur VI. 33 et en rappelant que, dans le
cas particulier du n® V. 13, on a B iy yuie s Uy =y

VI. 34, A =22L(e)l(e) + +.n . Le,).

Comme, par hypothése, le nombre des racines de 'unité contenues

Sihits fer cicpe u‘q_’ VB, \/C) est égal & 2, on a, pour le régulat
E du corps K (\/A, \/E_, \/Z‘) (v. formule VI. 8), régulateur

A
E=‘_=28£(£3)£(52)' e L l'!(E'r)'

u
La formule VI. 16 donnant le nombre de classes devient

o R
Ao 2R 200(e) - oun » Ue,)

V. 35. h=

Mais on a, dans ce cas,

v=8;n=28; y=22"""1=2"n—y=0,




L’expression VI. 35 du nombre de classes d’idéaux s’écrit dés lors

b3 Y = s o
\?I 36 h: ;JI Ez. et .'/_“7JD1¢D2- P ¢D7 :
. 36. 280 (e) I(e)> - 00 = Ue,)

Les sept sous-corps quadratiques étant réels on a, si on désigne par
hy le nombre de classes d'idéaux de I'un quelconque d’entre eux,

-
/Dy 24
NI 187, By i SR, purx=1{1 2, vseTis
: L(e) g '
La formule VI.36 peut done s’écrire, en vertu de VI.37,
VI 38. =20, By won oibys

Reprenons maintenant les formules V. 15 dans lesquelles les o, Te-
présentent des unités fondamentales choisies parmi les unités fonda-
mentales des sous-corps du 4¢ degré K, K, ..., K, . Les py peuvent done
prendre 'une des formes

V1. 39. o Vo Ve, Ve,

Mais si, dans les formules VI. 32, 'une des unités ¢ est remplacée par
I'une des unités VI, 39 on aura, suivant les cas,

() =51 tyae) =2 )+ 531 et

¥4

Il s’ensuit que le déterminant A,, donné par la formule VI. 33, se
décompose en une somme de deux ou plusieurs déterminants, tous
nuls sauf un seul, savoir le déterminant VI. 33 multiplié par une puis-
sance de 2.

On aura donc encore dans ce cas

VL. 40. (T S

Les formules VI.31, VI.38 et VI.40 sont résumées par le théoréme
suivant :
Tutorime. Le nombre de classes d’idéaus du corps K (\f}f \/1._? \/E')

est égal au produit des nombres de classes d'idéaux des S0US-COrps qua-
dratiques multiplié par une puissance de 2.




CHAPITRE VII

Etude des corps K (4, {B, {/C) qui contiennent, en plus
de + 1 et — 1, d’autres racines de P'unité,

1. Dans tout ce qui précéde, nous avons supposé que le corps
K (VA4, V5, @ ne contenait que les deux seules racines de I'unité
+1 et — 1. Nous allons examiner maintenant des corps qui contien-
nent, avec 1 et — 1, encore d’autres racines de l'unité,

Les racines n®=es primitives de l'unité sont racines d’une équa-
tion de degré ¢ (n), g désignant la fonction arithmétique connue sous le
nom d’indicateur d’Euler *. Or, ces racines devant faire partie du corps
K(\fA—, VB, \/E) qui est de degré 8, elles doivent &tre racines d’une
équation dont le degré est un diviseur de 8, donc racines d’une équation
du premier, du second, du quatritme ou du huitiéme degré. On doit
donc avoir, dans tous les cas,

VII. 1. o(n) < 8.

Cette inégalité entraine les inégalités suivantes ** .

pin) > Jn sin est impair,

L & 3
fu)}g\/“j‘ s1 n est pair,

On déduit de ces inégalités

-@

VIL 2. 3 n<[g(n))? sin est impair,

né? [?(FLJJE 31 n est pair.

* Voir, par exemple, Henri Weber, Traité d' Algébre supérieure, chap. XI11
Paris, 1898. !
** Voir J. Amberg, op. cit. § 5.
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Les inégalités VII. 2 deviennent, en vertu de VII. 1,

n< 64 s1 n est impair,
n<128 si n esl pair.

Il suffit donc de calculer ¢ (n) pour les valeurs suivantes de n:
2,3, 4,5, ..., 62, 63, 64 puis 66, 68, 70, ..., 128,

et de conserver les valeurs de ¢(n) qui sont égales & 1, 2 2, 4 4 ou a 8.
On obtient de cette maniére le tableau suivant :

n 2(n)

Bl me g 4 =5 1

VII. 3. 3,4, 6 S SO 2
5, 8 10,42 . . . 4

15, 16, 20, 24, 30 8

2. On sait que les racines ni®mes (e 'unité peuvent s’obtenir & l'aide
de la formule générale

7 o—

2 ata :
VII 4. \/'I. = cos —{;E - isin 21_m L pour ke =1, 2,8, ... .

n ?

Nous donnons ci-aprés le tableau des racines n*™®s pour les valeurs
de n du tableau VIL3. A partir de n = 5, nous n’indiquons que la seule
racine qu'on obtient en faisant k = 1 dans la formule VIIL 4.

Racines carrdes 4 1 et — 1

o8 A
P i 2

Racines cubiques -+ 1,
Racines quatriémes 4 1, — 1, 4+ i, — 1

. 1T = N 4
Racines cinquiemes 7 [\/ B—A iy 1042 V D]

) e

Racines staxremes 5

VIEy—3
2

Racines huitiémes

N I T T
Racines diziémes A [\/ 54141 \/ 10—3 b:l




T
V—1+y—3
)

Racines douziémes

Racines quinziémes é [\/5-1— 1+ \/3_043 \/:Z;—!- i( \fé + \/EH V10-2 ﬁ)]

Racines setziémes % [\-/ R D45 Va2— \/_2] 2
Racines vingliémes %[\/10 +2V5+i(V5— 1)]
: . 2, s I 40 \/f—/—
Racines vingt-quatriémes 3[\ it ‘/_3 +iY2-4/3
Racines trentiémes 3—3[\-‘3[!4.6 \/§+ \/E._ | +i( V10+2 \/g_\;‘g_ \;ﬁ)] ;

3. Du tableau qui précéde, nous tirons les conclusions suivantes :

1) Tout corps K (\!I VB. \/Z‘) contient les racines carrées de 'unité.
2) Le corps K (Y — 1. ya, ). qui peut s’écrire plus explicitement,
si I’on met en évidence la base du corps,

VIL5. K(1,V—1, vz, Vo, V—a Vay, V—y, V—ay),

ol z et y sont des entiers ordinaires qui ne renferment aucun facteur
carré, contient les racines quatriémes de I'unité. Si nous supposons
[1:] #2 el # 3 2 Iyl #2 et ?‘53, le corps VIIL 5 ne contieMucune
racine d’ordre supérieur a 4, car il ne contient ni —3 ni /=32 et il
ne contient pas non plus les racines cubiques de P'unité.

3) Le corps K (\f — 3, \/a:-, m, qui peut s’écrire plus explicitement
VIL6. K(1,V—3, vz, Vy, V—32, Vay, V— 3y, V—3ay),
contient les racines 6%mes de 'unité. S’il ne contient pas les racines

carrées \—1, =2 et \ + 3, il ne peut contenir aucune racine de
P'unité d’un ordre supérieur a 6. Pour cela, il sullit de supposer

met’y;é?': #3!;ﬁ_ 1:
TFZE—Y.
VIL7. 4) Le corps K (y —3, \/5‘- \/;) ou
K (1, V=3, V3, Vo V=1 V3, V =3y, V =),

ot I'on suppose y 3% 2, contient les racines carrées, cubiques, qua-
triémes, sixiémes et douziémes de l'unité, mais il ne contient pas les

racines huitiémes.
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5) Enfin, le corps K (V—1, \f’: \15) ou
VIL 8. K (1,2, {3, V=2, V6, V—3, y—6)

contient a la fois les racines carrées, cubiques, quatriémes, sixiémes,
huitiemes et douziémes de 'unité.

4. On démontre alors que les racines cinquieémes, dixiémes, quin-
ziémes, vingtiémes, trentiémes, ainsi que les racines seiziémes et vingt-
quatriémes ne peuvent pas étre contenues dans K(\/I \/1-3: @

Les corps algébriques en question ne peuvent contenir que les racines
carrées, cubiques, quatriémes, sixiémes, huitiémes et douziémes de I'unité,

5. Nous allons étudier maintenant quelques-uns des corps
K (JA, yB, JC) du § 3 ci-dessus.

En ce qui concerne la base des entiers, le discriminant du corps,
la décomposition des idéaux, ces corps spéciaux suivent toutes les
régles obtenues dans les chapitres précédents, car nous n’avons fait
aucune hypothése spéciale sur le corps K (yA, \fB_, \/E) Par contre
il s’agit d’examiner

a) si les unités fondamentales ont les mémes formes qu'au
chapitre V;

b) si le théoréme du chapitre VIsurle nombre de classes d’idéaux
est encore valable.

6. Considérons, en premier lieu, le corps VIL 5

K (1, V=10, Va, vy, V—=, Vay, V—y, y—ay) ot |2|3£2 et 3;
ly|5%£2 et 3.

Ce corps contient les racines quatriemes de l'unité -1, —1, +i

et — 1.
Désignons par p l'une quelconque de ces quatre unités et posons,
comme au chapitre V, formule V. 1,

g === Pl}:b
VIL 9. iy = Pphy Ay

doe~f
3= Py )'1 )‘2 13

ot py; P2 €L pg représentent des racines quatritmes de l'unité, Ngs s
et 7, trois unités fondamentales du sous-corps réel du quatriéme
degré (v. ch. V.5); enfin), 7, et 2, sont trois unités fondamentales du
corps K (V—1, Yz, Vy)-
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On peut démontrer, comme au chapitre V, que les trois quantités
a, ¢ et f, dans les formules VII. 9, ne peuvent prendre que les
valeurs 1 ou 2. Considérons, en effet, par exemple, la premiére des
égalités VIL 9
VIL 10. W= P i)

Appliquons & cette derniére égalité la permutation @, qui laisse
inchangé le sous-corps K, et, par suite, 7,

VIL 11. = P(1n }.EU“.

Multiplions membre & membre les deux égalités VIL. 10 et VIL 11,
il vient
VII 12 = p, P(ln()_]L ;.(11))3_

Or, je dis que le pm.duit e 0 = + 1. En effet, que g soit égal a4 1
ou & — 1, la permutation g, ne change pas p,. et dés lors g, W =p =1

Si au contraire p, = + i ou —2, @, change p en — pyetp A0 = — 72
=4 1.

L’égalité VII. 12 s’écfrit done 2 = (}‘1 }ﬁll))ﬂ, et la démonstration con-
tinue comme au chapitre V. On en conclut que les unités fondamen-
tales du corps K (\/—'l, Ve, \/y) sont encore données par les formules
Y. 42.

On a trouvé, pour le nombrede classes, quand le corps K (w‘_{, \/E \/E)
a trois unités fondamentales (v. formule VI. 17),

o ¥V =
VIL 13. fioias lee'zll‘;ﬁ-)‘:—d, VD

Si on se reporte aux définitions données au chapitre VI, on voit
que les formules VIL. 9 donnent, pour le déterminant VI. 7 relatif

aux ),
A}. — 2k£(51) !(53) dr(‘--:'.)

acf

ou /& est un entier ordinaire et oli ¢, ¢, et ¢, sont les trois unités fonda-
mentales des trois sous-corps quadratiques réels.
On a dans ce cas

A

T u

ott u est le nombre des racines de ['unité contenues dans
K (\/A, VB, \(r{) Comme u =4 = 2% et que ac/ est une puissance de

Ll
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2, la formule VII. 13 peut s’écrire finalement comme suit :

] '_’1.\:. EE,\U.—):\/I—);
1) (e 1)

oit [ est un entier ordinaire.
Si P'on reprend les valeurs des nombres de classes d'idéaux des sous-
corps quadratiques (v. ch. VI. 7), on voit que I'on a encore

b =2 W W aus i

r

ol r est un enlier ordinaire.

7. Prenons, comme deuxiéme exemple, le corps VIL 6

K (1, V=3, Vo, vy, V—32, Vay, V—3y, V—3ay),
onxetyz=2—1,722et£3 etolt azxft—uy.

Ce corps contient les racines sixiemes de I'unité. Soit « I'une d’elles,
le corps contient —=1, &g, =42
Posons de nouveau

- i
= Pily
VIL. 14. A 50 b
~d
e F )1 ):. ,'1

oll gy, p, et py sont des racines sixiémes de P'unité.
Considérons la premiere des égalités VII. 14
-a
Yy = P
el appliquons aux deux membres la permutation 2, 3 Iégalité ci-dessus
devient

- qum‘
La multiplication membre & membre des deux dernitres égalités
donne
VII. 15. 7t = p, p® ().lj‘gn)a_
+i1ky—3 . il {—3
Or, p= 7 3 g g ulf’iu*l

L’égalité VII, 15 devienl
i s (; ;(1))

La démonstration et les calculs sont dés lors les mémes qu'au cha-
pitre V, et les unités sont encore données par le tableau V. 12.
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A
Nombre de classes. Le régulateur du corps est E = 2% O,

i
: : . - A
puisque le corps contient 6 racines de 'unité ; donc E = T

Le nombre de classes (formule VI. 17 )s’écrit dans ce cas

Y R
S T o AT nie fl

h: 1 2 1

=iz I I,

ou t est un nombre entier ordinaire.

Si on reprend les valeurs des nombres de classes d’idéaux des sous-
corps quadratiques (v. ch. VI) et si on remarque que le nombre de

classes du corps K (y/ —3) est

1, ..., 7, on voit que l'on a encore

3 2 VD,

h = E’h,‘ s wis h,.

- 3
, ou 2 est I'un des nombres

Le théoréme sur le nombre de classes (v. ch. VI. 8) est donc encore

valable dans les cas spéciaux susmentionnés.




DEUXIEME PARTIE

Etude des quaternions dont les coordonnées sont tirées
du corps algébrique 4 (14, |8, |/ C)-

CHAPITRE PREMIER

Définitions, notations ; opérations sur les quaternions complexes.

1. On appelle guaternion * une expression de la forme
a=a,+ a4, + a,1,+ a,i,

ol a,, @, a, et a,sont des nombres rationnels dits les coordonnées du
quaternion a, et olt 7, i, et i, sont trois symboles définis par les rela-
tions suivantes :

5 -2 b4
1::],2‘; lg — — ]
(1) 1152:—!}2!-1——-!.3
by =—1,0, =1
bl =— i, =1,

Quand l'une des coordonnées a) est égale & 1, on ne I’écrit pas. Par
exemple a =a, + a, i, + i, + i, désigne le quaternion dont les coor-
données sont a,, a, 1, 1.

Si, dans I’expression de a, un terme fait défaut, cela signifie que la
coordonnée correspondante est nulle.

Ezemple : a =a,+ a,i,
est le quaternion de coordonnées a, o, a, o.

Sia, =a, =a, —=a, — 0, le quaternion est dit nul.
(1] 1 2 3 ¥ q

* A. Hurwitz. Zahlentheorie der Quaternionen, Berlin, 1919,
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A Dexception de la multiplication qui n’est pas commutative, les
opérations sur les quaternions suivent les régles de I'algébre classique.

En ce qui concerne la multiplication et la division, on distingue la
multiplication & gauche, la multiplication & droite, la division & gauche
et la division a droite.

Les quaternions dont nous venons de rappeler la définition seront
appelés, dans la suite de ce travail, quaternions a coordonnées rationnelles,
ou simplement quaternions rationnels *, par opposition aux quaternions
complexes que nous allons définir.

Les quaternions rationnels seront représentés par des lettres latines
majuscules A, B, C, D,...

2. Nous appellerons guaternions complezes des quaternions dont les
coordonnées sont tirées d’un corps algébrique autre que le corps des
nombres rationnels. Dans la présente étude, nous considérerons 1’en-
semble des quaternions complexes dont les coordonnées sont tirées du
corps algébrique du huitieme degré K (Vapgs, Vbgrs, \/;'.‘r_p.;)‘ corps
que nous avons étudié daﬂﬁ_la premiére partie de ce travail **. Le
corps K (Vapgs, \bgrs, yerps) sera appelé, dans la suite, le corps
primordial ***, et nous le représenterons par K.

Les quaternions complexes & coordonnées tirées du corps primor-
dial K seront désignés par des lettres grecques majuscules

A,B, T, A ...

Les coordonnées des quaternions complexes sont done des nombres
du corps primordial K ; ces coordonnées seront représentées par des
lettres grecques minuscules

%
& Bs 71 Oy 0ee

Enfin, les nombres rationnels seront désignés par des lettres latines
minuscules a, b, ¢, d, ...

1l résulte de la définition des quaternions complexes que I'un quel-
conque de ces derniers pourra s’écrire

(2) A=oa + 2l + aiy + i,

* On entend par gualernions hamiltoniens _]es quaternions dont les coor Qoribes
sont des nombres réels. Les quaternions « rationnels » sont done des quaternions
hamiltoniens.

** D’aprés cela, un « quaternion complexe », au sens que nous donnons i ce mot,
peut étre quaternion hamiltonien ou non.
*** Nous dirons parfois aussi, simplement, le corps I,

If!
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Les coordonnées o« s’écrivent (v. 17¢ partie, ch. I) comme suit :

@ = @y -+ @3, apgs + a3, \bgrs -+ ay, \erps 4 a, abrp
+ a5, \/bepg + @, \h:a;'—ku}ﬂ Vabes

pour ) =0, 1, 2, 8.

@)

3. Addition et soustraction de deux quaternions complezes. Soient les
deux quaternions complexes

(4) \ A = a4 2,4 tayly+ a, i,
? B = ,E’n_i—-‘sl l1_1_ﬁ_n 372—!—@: !a
On a
ActBema, B b (g o B) 6+ (2= B0, + (o, == 6) i

En particulier, le quaternion complexe

O & e i g B s i

sera dit Popposé de A.
On voit que Paddition est commutative et associative.

4. Produit de deux quaternions complezes. Soient les deux quatermons
complexes (4).
Si on tient compte des relations (1), on obtient

AB = + Tyt Tl + Tyl
ou l'on a posé
( Ty = %, ]311 ==k 15! it Ie_’ = 1.-:-‘6-_:
(5) \ Ty = “"El +-a B 4 7'-‘9: —ia,
g T, = uf"” iz ﬁ & 1213:1 T *C'
=, + ol — 9 f - 9::,60.

On voit que AB est, en général, différent de BA. On obtient pour ce
dernier produit
BA =p, + gty +p, ie + p;i; avee

0 =P —ufi— — a,f5,
1 = stlﬁ., + znﬁj S “::i“'u AP “:rga
p = gﬁo—a'ﬁ1 + &, f, -+ 9-'1!63
s = &y C.,T“ﬁ: Jﬁ_-_l"“uﬁs

(6) S
(

Si AB = BA les quaternions A et B sont dits permutables.
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5. Conjugués et normes de quaternions complezes. Soit le quaternion

complexe
A =a + il + 20 1 2l

En appliquant successivement au quaternion complexe A les per-
mutations @,, ¢,, ..., @, du corps primordial K (voir 1r¢ partie
ch., L. 4), on obtient les quaternions

A — ngl) -+ a(ll) ,{1 -4 a(a“ iz ok a(an ,-_'3

PR I SR R R R TR S R B R R B S .

— 7 DF) 7
A("')—ocg’)—}—a(i)&l—!—cci)l.z—{—czfs)::z

D’autre part, en changeant les signes des trois derniéres coordonnées
de A, on obtient
A= g — Oty 8y — g by — oty by
On constate que
AA =AA =24+ a2t al
Appliquons aussi au quatcm_ion A les permutati.ons Pis Pas + 045 Py
du corps primordial K ; on obtient les sept quaternions

A e S b =
A = ol oy — e, —aN,

AP = o — AN — oD, — oD,
Formons le produit
(7) AR AWAW A®A®, ... AWA®D = No (A).

En vertu de la propriété a_ssociative _d(f l?- multiplication, propriété
qui subsiste pour les quaternions, I’égalité (7) peut s’écrire
No(A) — (A;\“} (A(nxm‘). < s {.f\('-'lK(n)
ou encore
No (A) —_ (agz).f_“(lz).i_agz).].agz)) (agl)2+z{il}2+a(;)2+ag[)ﬁ). 2

o (af}’)z e a e e B

(8)

Le second membre de I'égalité (8) est un nombre rationnel. Il sera
dit la norme du quaternion complexe A ; cetie norme sera désignée par
No(A).

Ecrivons le produit (7) comme suit :

No(A) = A (AAWA® ... AWA®M),
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Le quaternion complexe

—

(9) A=AAWA®, ., . AGA®
sera dit le conjugué de A. Il peut s’écrire aussi
A = — T e T —— i ] 2 2 L )
A= (:xn &% —ed, — ;a) (,1‘()1) + 2(1.“ o 1(21} = :zgl 2) b
T (157)2 % “(17)2 - zgm + ::g’”).

On peut écrire

AA = AA = No (A).
On voit done que tout quaternion complexe est permutable avec son

conjugué.

Dérinrrion. Le produit d’un quaternion complexe par son conju-
gué est dit la norme du quaternion complexe considéré,
On peut énoncer, en vertu de la formule 8, le théoréme suivant :

Tutorime. La norme d’un guaternion complexe est un nombre rationnel.

Tutorime. La norme d’un produit de quaternions complezes est égale
au produil des normes des facteurs.

Soient, en effet, les deux quaternions complexes
A= &, + txlfl + c.v:ci2 + zsim
B = ﬁu-i_ﬁl.il + B'.'ie +r3;;*‘3-
Formons le produit
B = (BB i) (AP B0 B .. (BB 5000%)

. (1“—11£1—1212~—13r.3) (agﬂ'u’+z(l1)‘-'+z(2ﬂﬂ+ zg”z) - (af,”"-i-z(‘“%agm-f-zg"’ﬂ)

ce qui peut s’écrire encore

BA= (Bgl)z 4 ﬁ&m 4+ ﬁgi)a 4 ﬁgt)z) . Al (13'()7)2 e 5{:)2 RE rj(;)z i Irjg?)z)
. (agm + agﬂz 4+ a(zm o a(;)e) S (agm o c,:(1-:)2 IE xg;): i “gv)a)B A

Or, on a

(10

BA=mn,—&0—"7,1,

ot les m) ont les valeurs(5).
Si on désigne par r le produit des quatorze premiers facteurs du second
membre de (10), Pégalité (10) s’écrit

@)
=
l

3
1
!

7l
l

=T =T 1)




D’autre part, on a
y . . -={1)2 -(1)2 (1)2 _I_ ~{1)2
AB = (m,—m, 3 — By — T &) (R - wR R - )
i .(7-:“]’32 iy ok s ol P
ce qui peut s’écrire, tous calculs faits,
AB = (,— oy by — Ty by — Ty by) &

On a donc finalement

La norme d’un produit peut done s’écrire
No(AB) = (AB) (AB) =ABB A — A(BB)A = A-No(B). A = No(B)- AA
d’ou No(AB) = No(A) - No(B).

Le théoréme est ainsi démontré pour deux facteurs ; par le passage
de nan41, onle démontrerait pour n facteurs.

6. L’ensemble des quaternions a coordonnées tirées du corps pri-
mordial K forme un anneau de quaternions, ou un domaine numeéral,
que nous désignerons par Q. Si Q contient le quaternion I, il contient
aussi son conjugué I tel que I'T soit rationnel.

7. Diviseurs de zéro. Un quaternion complexe A, différent de zéro,
sera dit un diviseur de zéro si sa norme No (A) est nulle.
La norme de A s’écrit (formule 8)

No(A) = (ag g e e cr:) (zf]‘)” == cxg”z -+ ag')z 4 ag’)ﬁ)
S (ag?)e 4 agﬂs -+ 5‘?}2 -} c,:g':)z)_

Sile corps K est réel, «,, 2, #, et _zssoﬂt réels ; les nombres B s
sont positifs et on ne peut avoir No(A) = 0 que si ’'on a

102‘21:912:23:0'

Autrement dit, si No(A) =0, on a aussi A =0, et A n’est pas un
diviseur de zéro.

1l ne peut donc y avoir des diviseurs de zéro que si le corps primordial
K est tmaginaire.

Tutoriéne. Si A est un diviseur de zéro, dans le domaine numéral Q,
il existe toujours deus quaternions complexes B £ 0 et "2 0, tels que
lon ait

0 et
0.

AB
T'A

I

l




Démonstration. Formons le produit AB, on a (v. § 4)

AB=7.|+ "':11: e "Tl'iﬁ g r:_i

1 ]

ol 7=, 7, =, et =, ont les valeurs suivantes (v. formules 5):

( Ty = a3, — 2,5, — &, B — %[5
T =By, + a,B, — B, + @b,
(10) = = o, + “:;rjl il e I3:1
Ty = oy — 25, + o By + 2, By
Sile produit AB est nul, ona 7, = 7, = =, = =, = 0, c’est-a-dire
-l — iy — a8, — a8, =0
K By + @y, — By + 2,5, = 0
() a8y + B + 0,8, — 2,8, =0
Z 238, — 2,5, + 2,8, + 2,6, = 0.

Pour qu’il existe un quaternion B=4, 4 B, i, + futs + Bt ?5_0 e"_l'el
que AB = 0, il faut que le systéme (11) de quatre équations linéaires
4 quatre inconnues 8, 8, 2, et 3, admette une solution (;‘3“7_61! B B)
non nulle ; et pour cela le déterminant A des coefficients des inconnues
(; doit &tre nul. En d’autres termes, on doit avoir

Ty T Ay T Gy, T,
Ay —+ oy, — oz, o,

(12) fos | SRR TR ]
Oy gy =ty —

Ty Ty + 2y + 2,

Or, le déterminant (12) a la valeur suivante :
(13) A= (ﬁﬁ el el o cc:)z.
Comme, par hypothése, A est un diviseur de zéro, sa norme est nulle,
done "
& ] EY . ..
No(A) = (2 + 2} + o + o) (o2 + e® 4 % + 257)
i (af}m s allt zgm) = 0.
? oy te
L’un au moins des facteurs du second membre de No (A) doit étr
; x osons
nul. Supposons que l'on ait &2 - e e g = 0 ok P
=P +aflt L ¥ o 2P ial K (voir
On peut écrire, puisque § fait partie du corps primordial &
1re partie ch. I. 1),

§ = a, + a, Vapgs + a, Vbgrs + ... + a, Jabes:

(14)
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Puisque § est nul, ona a,=a, =a,= ... =a, =0 et, par suite,
les autres facteurs de No (A), facteurs qui sont les conjugués de § dans

le corps K, sont nuls aussi.
Réciproquement, si 'un quelconque des facteurs du second membre

de Végalité (14) est nul, c’est que l'on a

=0,= ... 0 — 0. Parsuite § = 0 et tous

a 7

Q
les conjugués de § sont nuls.

Conclusion. Sila norme No(A) =0, on a a5 + af + ai + a2 = 0 et,
par suite, A = 0. Réciproquement, si A = 0, on a of - a] 4o} +a =0
et, par suite, No(A) = 0.

Done, si A est un diviseur de zéro, il existe un quaternion complexe
B 54 0 tel que 'on ait AB = 0.

Si nous posons maintenant
F'=y, +ni+ b+ 7k
et que nous formions le produit I'A, on a
FA == Pu + ,Gli + Pziz + 45:1 ia g ou I'on a PUSf‘- (V- formulcs 6)
Po== 2o — %iTn T %l ™ %l
1 = %70 + a7y I oye % Y4
Po = %o — %)1 T %ls + 7

| - i = o
s = %370 T %27 oY T % Ya

(1)

Pour que I'A =0, il faut g, = p, = p, = p, = 0. Pour qu’il existe
un quaternion I £ 0, mais tel que Don ait simultanément
Po = pi = P = ps = 0, 1l faut que soit nul le déterminant des coeffi-
cients ¢ , dans les quatre équations linéaires a quatre inconnues obte-
nues en égalant i zéro chacune des quatre égahités (I) ci-dessus. Or,
ce déterminant n’est autre que A = (&g + 2 + &} + )% On voit,
comme dans le cas du produit AB, que quand A est un diviseur de
zéro, le quaternion I existe tel que T'A = 0.

8. Réciproque d’un quaternion compleze. Désignons par A un quater-
nion complexe non nul du domaine numéral Q. 8i A n’est pas diviseur

de zéro, nous appellerons réciprogue de A le quaternion __‘NOI(A} A, et
: A—1, On voit que Pona AA=1 — A—1p 1.

[l

nous éCcrirons ———

No(A)
9. Division des quaternions complezes. Soit A un quaternion complexe
. . . ’ y k]
non nul et qui ne soit pas diviseur de zéro. 51 l'on a

AA — B:
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A est dit le quotient a droite du quaternion B par le quaternion A. On a
A = BA—,
Si, au contraire, on a la relation
A =B,
© est dit le quotient & gauche du quaternion B par le quaternion A et
8 = A—B,.
On voit que les quotients 2 gauche et i droite sont en général
différents.

10. Permuwtations du domaine numéral Q. Adjoignons au quaternion
complexe A du domaine Q, d’aprés une régle quelconque, un quater-
nion f(A); la substitution

[A. F(A)],

résultat du remplacement de A par f(A), s’appelle une permutation du
domaine Q si, par Pemploi de cette substitution, toute égalité entre
quaternions reste vérifiée et si, en outre, les quaternions f(A) ne sont
pas tous nuls.

On voit immédiatement que 1’on a le théoréme suivant :

Tutonitme. Les huit permutations os Pys +++. @, du corps primor-
dial K (v. ch. I. 4, premiére partie) sont également des permutations du
domaine numéral Q.

BT

11. Nous avons encore a introduire les définitions suivantes :

I. Etant donné le quaternion complexe

(16) A

]

o + “13-1 =} “Eia e “aia’

a coordonnées tirées du corps primordial K, nous appellerons conjugué
relatif de A, et nous désignerons par A, le quaternion complexe

(17) A
1. Nous appellerons norme relative de A, et nous désignerons par

n(A), la quantité

(18) n(A) = AA = AA = o} + & + o + al.

il

&y — by oy, — oty Uy

I

La norme relative d’un quaternion complexe est un nombre du corps
primordial K. Nous la désignerons aussi par la lettre grecque minuscule
correspondante comme suit :

n(A)=a, n(B)

I

B, etc...
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LE QUATERNION COMPLEXE ENTIER.

Un quaternion rationnel est dit entier * quand il peut &étre mis sous
la forme suivante :
A=a,p+a,i, +a,i, +ai,,
oit a,, a,, a, et a, sont des entiers ordinaires, et ou I'on a posé

(21) Pgi__._ﬂt"eﬂ.

Désignons par
1)y 05 (05 My 0y sy O, ()
une base des entiers du corps primordial K (v. I partie, chap. 11I).
Tout quaternion complexe & coordonnées tirées du corps primordial K

pourra dés lors se mettre sous la forme sulvanle :
(22) A=A,0,+A o, +A4,0,+ ... +A4,0,
ot les A sont des quaternions rationnels.

Déﬁmt-wn. Le quaternion cm'nplexe ‘(22) sera dit un quaternion com-
ple:rc_: entier, s1 les sept quaternions rationnels A4, ..., A, sont des qua-
ternions rationnels entiers.

Le quaternion complexe (22), supposé entier, peut s’écrire, en vertu
de la définition précédente,

- : o) o). : ’ -

A (as}mp.{_a(lo);,‘ +al );z-i—a.; ) 13) w, + (ag”l.g-}- ai”al—'ra.(al);,z_!_g{'x);,s) oyt e
(1), e f7)g (7 77
i +(a.u ol +-a +af ):,3) »,,

ce qui peut s’écrire
(23) A = afnP‘[" %y i: + o, iz'[' 2y i:s ot l'on a posé

g, =am, + allPm 4 oo+ al? ”,

= (0) (1) Js R

(24) oflzal ff}o + ﬂ] f!)l I el w T ﬂﬁ )r’)-:

o, = {:.;“) ", —r (f(zl) ", T (:.5373 »,

" = {0 i 1 =
L a0, 4 e, 4 o,

On voit que les quatre nombres 2, o,, 2, €t &, sont des entiers dans le
corps primordial K.

Sf}it A le qu.atemion (22) 'e'[, déslgno'ns, comme plus haut, par A le
conjugué relatif de A. On vérifie que 'on a

(25) A= P (e, + 21) i, — (2, + tty) Ly — (o + &) 1.
On a, pour la norme relative de A,
(26) n(A)y=at+at+a+ o2+ ey (“1 +a, + ’x.-;)-

* Voir A. Hurwitz, Zahlentheorie der Quaternionen.




CHAPITRE II

Les idéaux dans le domaine numéral Q.

12. Soit a un idéal du corps primordial K (yVapgs, y/bgrs, \f{-;};.s)
Nous appellerons idéal du domaine numéral Q. et nous représenterons
par A ==id |a|, 'ensemble infini de quaternions complexes entiers

(27) A= o+ 2y i +ay i, + oy iy

dont les quatre coordonnées «,, «,, «, et «, parcourent, indépendam-
ment les unes des autres, tous les nombres de 1'idéal a. *
Dans I'expression (27), p est égal a
144 +i,+ i
2
13. L'idéal A=id |a| du domaine numéral Q sera dit un idéal prin-
cipal, si a est un idéal principal («) dans le corps primordial K. Nous
écrirons, dans ce cas,
(28) A=id |(a)|.
Il résulte de la définition de I'idéal principal dans le domaine numé-
ral Q, que tous les quaternions de I'idéal (28) sont de la forme

A=°‘(EaP‘|‘“ Eiil-i_zeie'i‘ Z:]ia)
ot £, &, & et & sont des nombres entiers du corps primordial K.
Exemple : A=1id |(2)| contient tous les quaternions entiers dont les
quatre coordonnées sont des multiples de 2 dans le corps primordial K.
En d’autres termes, & (=0, 1, 2, 3) désignant des nombres entiers

quelconques du corps primordial K, tous les quaternions de l'idéal
9= id |(2)| du domaine numéral Q ont la forme

2,p+ 25,0, + 25,0, 4+ 25,4, ou2 (5045 i, 45 i, +5i)
* Voir Boris Seitz: Sur Uarithnomie des nombres de Weierstrass généralisés et de
quelques systémes de polytetlarions complezes. Thése, page 20, définition de «l'idéal
diagonal ».
[
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Il suit de la que tous les quaternions de I'idéal A ==id |(«)| sont,
dans le domaine numéral , des multiples de «. Nous écrirons aussi
I’idéal A dans ce cas

(28) % = (a).

Remarquons qu’un quaternion complexe entier quelconque A =
ayp + o, 4, + oy i, + a, i, détermine toujours un idéal du domaine nu-
meéral £, savoir:

(29) A=1d !(“ue Dy Pos '9‘53)"

C’est ’ensemble de tous les quaternions dont les quatre coordonnées
font partie de I'idéal 0 = («,, #,, @,, 2,) du corps K. Sitrois des coordonnées
de A sont nulles, par exemple a, «, et «;, le quaternion A devient
A =g, 1, et l'idéal U s’éerit A =id |(z,)| ou A= (x,). Dans la suite de
ce travail, nous représenterons par (A) I'idéal (29) déterminé par le
quaternion A. *

14. Définition. Quand un quaternion A fait partie de Iidéal 9, nous
dirons que A est congru & zéro modulo U et nous écrirons

A=0 mod %.**

15. Produit de deux idéaux de quaternions complezes. Soient [ et B
deux 1déaux du domaine numeéral () et posons

% ==id |a| et B =id {b].

Nous appellerons produit de ces deux idéaux I'idéal

G=1id ||

comprenant tous les quaternions, et ceux-la seulement, dont les quatre
coordonnées appartiennent a4 1'idéal c=a b, du corps K. On voit que la
multiplication des idéaux, ainsi définie dans le domaine numeéral Q,

est commutative el associative.

* Soit un quaternion rationnel entier A= dop -+ +ariy + @iy Considérs
comme un guaternion du domaine Q, A détermine un idéal A= id }(a,, q,, a,, ag)!.
L’idéal (ag, a1, a5, a5) du corps primordial K est, dans ce corps, un idéal principal
(d) onr d est le pged des nombres ag, @, dg €L d3 PTIS dans leur ensembple,

** Dans la théorie classique des idéaux, s1 un nombre « fait partie d’un idéal q,
on éerit

« =0 mod a.

En éerni +
n écrivan KO ol o

nous généralisons la définition admise dans la théorie classique des idéaux.
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16. Divisibilite. L'idéal A =id ja| sera dit divisible par Uidéal
B = id |b| s’il existe un 1déal €=1id |c| tel que I'on ait
A=ENB.
On a alors, dans le corps primordial K,

a=cbh.

ProrrifTés pES 1DEAUX.
17. Tutonine. La somme et la différence de deuax nombres A et B de
Vidéal A id |al font partie de cet idéal 9.
En effet, posons

A s o, p - “1i1 -+ aef:.: e ‘xai:n B = ﬁuP = ﬁlfl 4 ﬁcis s ﬁais'

Puisque, par hypothése, A et B sont tous deux contenus dans %,
on a
30) «=O0Omoda e B =O0moda pour r=—20,1,2 3.

Or, on a

AExB= (e B ﬁ")la L (“1 =+ ﬁl) il £t (“2 s = 62) iz sy (‘xa = ﬁs) ia
et 'on sait, par la théorie des idéaux de corps algébriques, que les
congruences (30) entrainent
a = B, = Omod a; par suite
A= B = 0mod 9. c. q. f. d.

18. Tuoni:mE. Si un quaternion complexe entier A=a,ptaita,itagl,
du domaine Q fait partie de Uidéal U, les produits a droite, AB, et les
produits a gauche, BA, de A par un quaternion entier quelconque B de Q,
sont également contenus dans Uidéal .

En effet, A =0 mod A entraine &, = 0 mod a, pour r =0, 1, 2, 3.
Or, les coordonnées des produits AB et BA sont des combinaisons
linéaires, & coeflicients entiers, des coordonnées &gy Gy, Xy €L @y AVee les
coordonnées de B (v. § 4, ch. I). Ces combinaisons linéaires sont done
des nombres de a et par suite AB et BA font partie de l'idéal 2.

19. Tutorime. Soit A = ida| un idéal du domaine Q. Si cet idéal
contient le quaternion entier A, il contient aussi le conjugué relatif Acetla
norme relative n(A) de A.

Démonstration. Soit A = ap + iy + a,i, + a,i, un nombre de
I’idéal 2 ; on a dés lors

A= 0mod %A et on en déduit
o = 0 mod a, pour r = 0, 1, 2, 3.
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L’idéal a contient aussi les nombres
w e tady —ta sy —dhaly
qui sont précisément les coordonnées de A (v. § 11). Ce dernier quater-
nion fait donc partie de I'idéal 9 ; en vertu de la définition de la norme

relative (§ 11) et du théoréme 18, n(A) = AA fait également partie
de I'idéal 9.

20. Tutorime. Tout idéal du domaine Q admet une BASE, ¢’est-a-dire
que Uon peut toujours trouper dans Uidéal huit nombresT" , T, ... T,
tels que tout autre nombre de I'idéal considéré puisse se mettre sous la forme

XIFI i ere 4o Xal.‘&’

o les X, désignent des quaternions rationnels entiers. En outre si

U = idfa|, et si Uon désigne par ,, 7,. .- -+ y, une base de lidéal o du
corps K, on pourra poser
F3§715 re=7a3 sieie 1—‘8:7&'

Démonstration. Soit de nouveau
A = aap ‘}' “1’71 “}' agig —[' '“35;\
un nombre de I'idéal ¥ = id |a| ; on peut donc écrire, en vertu des
hypothéses faites,
o = 2y, + 2Py 4 oo0 + Ny, pour r=20, 1 2 3

les -’Egk) étant des nombres entiers ordinaires. Dés lors, on a

oty A{0).. i A{1).. s (8, (). i
A= ("-§°’/1+---+’1§“’/,~)P“‘(Tﬁ"/an""""'ﬁ‘ /g)*=+---+(‘1 7kl /=+"-+"§”73)sz
ou encore

< b oy =y (0) (1)} 2y ? .

(31) A = (a0t +a @i +a,) it - . - H (2Pl al+.t§=)e3+mga>;3) 7y -

Tout nombre de l'idéal U peut donc se mettre sous la forme (31)
et, d’autre part, tout nombre de la forme (31) fait partie de I'idéa] 9.
Les quaternions qui figurent dans les parenthéses au second membre
de Iégalité (31) sont des quaternions & coordonnées z{" rationnelles

entiéres ; par suite le théoréme est démontré.

21. Tutorime. Si A = id|a| est divisible par B = d|b{, tou qua-
ternion A de U fait partie de B.

Comme dans la démonstration du théoréme (19) on a. dans le corps
K, les congruences suivantes :

op =0 moda pour r=0, 1. 2.3

l
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D’autre part, % étant divisible par B on a, dans le corps K,
a = 0 mod b.

Dés lors, tout nombre de a fait partie de b. On en conclut que

a = 0 mod b et, par suite, que A = O mod B, ce qui démontre le
théoréeme.

22. Tutorime. Etant donné un idéal U du domaine Q, il existe dans
Q un idéal B tel que le produit AY soit un idéal principal.
Pour le démontrer, posons

A = id }a|.
On sait trouver dans le corps K un idéal a—' tel que aa™* = ().
Posons donc ¥ = id |a™?}, et I'on aura AY = id |(«)|.
Nous écrirons par analogie
Ar=idja}
et I'idéal A sera dit le réciproque de I'idéal .

. THEOREME. ] ] = SV S S A SR
23 Tu:laon Un quaternion complexe entier L=+t 470474t
ne peut étre contenu que dans un nombre fint d’'idéava du domaine numé-

ral Q.

Supposons que 'idéal A =: id |a| contienne la norme relative de T,
soit nD)=vi+7+vi+vi+7n+ 7+ 7) On sait* que
ce nombre n(I") n’est contenu que dans un nombre fini d’idéaux du
corps primordial K. Or, tout idéal contenant I' contient aussi n(I')
(v. th. 19) ; le nombre des 1déaux du domaine ) contenant I est dés

lors au plus égal & celui des idéaux du corps K contenant n(I'); ce
nombre est donc limité.

LA DECOMPOSITION MULTIPLICATIVE DES IDEAUX DE QUATERNIONS
COMPLEXES.

24, Tutoreme. Un idéal du domaine numéral Q n’est divisible que
par un nombre fini didéaux du méme domaine.

diviseur de 2. Désignons par A un nombre de U; d’aprés le théoréme
(21) on a A= 0 mod B. Or, A ne pouvant étre contenu que dans
un nombre fini d’idéaux, le nombre des diviseurs B de A est limité.

En effet, soit A = id |a| un idéal du domaine Q et B = id |b| un

25. Tutontme. Sotent A, B et € trois idéauxr du domaine numéral Q ;
égalité
AY = AC entraine B = G,

* Voir D. Hilbert, op. cit., chap. II.
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On le voit en multipliant & gauche par U™, ce qui donne
A1 ABY = A1AC,
puis en posant
AU = id | ()| = (a).
()8 = (2)€.

Les définitions des § 12 et 13 permettent de passer aux coordonnées,
c’est-a-dire de ne plus opérer que sur des idéaux du corps algébrique K,
et 'on sait * que, dans ce domaine, ab = ac entraine b = ¢,

On déduit de la

26. Tutorime. Si tous les nombres d'un idéal A — id |a| sont congrus
@ zéro modulo un idéal B = id |b|, lidéal U est divisible par Uidéal 3.
Soit de nouveau
A=ap ¥ at, + dyly 4 oy,
un quaternion de l'idéal %, quaternion arbitrairement choisi mais fixe.
De I’hypothése, combinée avec les définitions précédentes, on conclut
2 =0mod b, pour r=20,1 2 3
On en déduit a=0mod b et, par suite,
9 = 0 mod 5.

27. Soient ¥ et B deux idéaux du domaine numéral Q. Désignons
par D un idéal contenant tous les nombres de U, tous ceux de 9 ainsi
que toutes les combinaisons linéaires de ces nombres faites & I'aide dé
quaternions complexes entiers de Q. Il résulte du théoréme 26 que les
idéaux U et B sont tous deux divisibles par I'idéal D.

Considérons d’autre part un idéal du domaine Q qui, en o
nombres de U, de ceux de B et de leurs combinaisons linéaires
contienne encore d’autres nombres. Ce nouvel idéal est un diviseur d;
®D. Dés lors, par analogie avec I'arithmétique ordinaire, noyg posons
la définition suivante :

Définition. L’idéal D est le plus grand commun diviseur des idéaux
% et B ; nous le désignerons par la notation (A/B).

28. Si D = id|d| est le plus grand commun diviseur des deux idéguz
o = idja| et B = id|b|, Lidéal D est, dans le corps K, le plus grand
commun diviseur des idéauz a et b. En effet, dans le domaine Q
D contient tous les nombres de A et tous ceux de B, on ey concluiz
que, dans le corps primordial K, l'idéal d contient tous |es nombres de

a et tous ceux de b.

* Voir D. Hilbert, op. cit., chap. IL

]
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29. Définitions. 1. L’idéal unité dans le domaine Q des quaternions
complexes est I'idéal U = id j(1)] = (1). Cet idéal contient le nom-
bre 1 et, par suite, tous les quaternions entiers de ().

II. Un idéal P = id|p| de Q est dit un « idéal premier» si, dans
toutes les décompositions possibles de P en un produit de deux
facteurs idéaux, I'un d’eux est toujours I'idéal unité. Il résulte des défi-
nitions posées que l'idéal p est premier dans le corps primordial K.

30. Tutontme. Si le produit AB de deux idéaur du domaine Q est
divisible par un idéal premier B, U'un au moins des facteurs est divisible
par ‘B.

Démonstration. Prenons

A=idjaf; B=id{b]; P= id | pl.

Dans le corps K, p est un idéal premier. Il ressort des définitions

posées que si AB, dans le domaine Q, est divisible par P, ab doit étre

divisible par p dans le corps K ; et 'on sait par la théorie classique

des corps algébriques que, dans ce cas, a ou b est divisible par b.
On a donc I'une des trois alternatives suivantes :

b = 0 mod p, ce qui entraine B =0 mod B;
a=0mod p et 5=0mod p, ce qui entraine A =10 B==0 mod .

a =0 mod p, ce qui entraine U = 0 mod ‘B;

31. TukorEmE ronpAMENTAL. Tout idéal W du domaine numéral Q
peut étre décomposé, et cela d’une seule maniére, en un produit d’un nombre
fini d’idéaux premiers du domaine Q.

Démonstration. Tout d’abord, dans une décomposition multiplicative
de I'idéal 2, le nombre des facteurs est limité, en vertu du théoréme

24. Supposons que I'on ait obtenu les deux décompositions suivantes
en produits d’idéaux tous premiers :

52,[:%3151;2. s -q-Br;
U =08, v O

L'idéal 2 est donc divisible par Iidéal premier 9, ; en vertu du théo-

réme 30, I'un des idéaux P, par exemple B,, sera divisible par Q.

Mais ‘B, étant un idéal premier, on doit avoir B, =0, ; il reste alors
B.Pse - Br=0,0,. ... O,

En répétant le raisonnement ci-dessus, on voit que chacun des idéaux
£), se trouve parmi les idéaux P, et vice-versa.
Le théoréme est donc démontré.




CHAPITRE 111

Les congruences suivant un idéal du domaine numéral (.

32. Des définitions posées plus haut, il résulte que

1. tout entier du domaine Q est congru & lui-méme suivant un
idéal quelconque, puisque tout idéal contient le nombre zéro :

2. la congruence A =B mod A entraine B= A mod U ; ,

3. deux entiers congrus a4 un méme troisitme mod 9 sont con-
grus entre eux mod .

Ces trois propriétés permettent de répartir tous les quaternions com-
plexes entiers du domaine Q en classes modulo ¥, en mettant dans une
méme classe tous les nombres congrus & un méme idéal et, par suite
congrus entre eux. De cette fagon, tout entier du domaine Q se tl‘ouv;
faire partie d’une classe et d’une seule, suivant le module A; on peut
prendre, pour représenter une classe, un nombre quelconque de cette
classe. Si I'on choisit un seul nombre dans chaque classe, on obtient wn
systéme complet de restes suivant le module .

Définition. Le nombre des quaternions d’un systéme complet de restes
modulo U est dit la norme de I'idéal 2. On la représente par No ("Hi

33. Tutorime. Pour que deux quaternions complexes entiers dy do-
maine numéral Q, par exemple

A= “f + 2 .: *+ “sie +°‘3i3 et B= ‘G"P * ﬁl l:l e Baic ¥+ Bii:le
soient congrus suivant un idéal A=1d|al, il faut et il suffy que Lon
ait, dans le corps primordial K, les congruences suivantes

a2 = 51 mod a pour h= 0, : 2, 3.

Démonstration. 1) La condition est nécessaire, car pour que l'on ait
A = B mod ¥, il faut que A—B = 0 mod .




e R
Or, A—B= {\“o_f‘n) g+ (2, —B)) '.1 + (aa_ﬁz) i: +(2s— B:) Ly
Il faut done que l'on ait
=03 mod a pour r=20,1,2,3.

2) La condition est suffisante car, si o,=f, mod a pour r = 0,1,2, 3,
I'idéal a contient o, — (3, pour r=0, 1,2, 3, et on a

(“u__" ;66!) P + (“1 '_'ﬁl) fl + (ag_ pg) ie + (fxa_ ﬁ:l) ll’:lE O mod 2.
Or, le premier memhre n’est autre que A — B, et le théoréme est

démonlré.

34. Tutonime. Soit donné, dans le domaine Q, un idéal A = id |al;
désignons par ny (a) la norme de Uidéal a dans le corps K, ¢est-a-dire le
nombre des éléments d’'un systéme complet de restes modulo a dans le
corps K ; je dis quun systeme complet de restes modulo U, dans le do-
maine Q, comprend [ng(a)]' nombres. C’est la norme No (%) de I'idéal
de quaternions complexes U, et nous écrirons No () = [n; (a)]%

Démonstration. Soit A= 2,0 + a1, + 2, i, + «,i, un quaternion com-
plexe entier du domaine Q ; faisons parcourir aux coordonnées a,, in-
dépendamment les unes des autres, les n; (a) nombres d’un systéme com-
plet de restes modulo a. On obtient ainsi [ (a)]* quaternions. On voit
tout de suite qu'ils sont incongrus entre eux mod U ou U = id la| et,

de plus, que tout autre quaternion entier de Q est congru, modulo %,
a l'un de ces [n;(a)]* quaternions.

35. Tukonrime. Soit n (p) = p° la norme de Uidéal premier p dans le
corps K ; on a, dans le domaine Q, No () = p'.

Cela résulte du théoréme 34.
36. TutorEME. St A=B mod A et " = A mod U, on a aussi
(32) AT =Bz A mod .
Pour le démontrer, posons
A=idjal, A= apt+aiteaitai, B=fp+ i, +pEi+Bbix
P=yp+nbt+7itri, A=8p +3,i,+3,i,+3,is
De A =B mod 2, on déduit
(33) o =3, mod @, pour r =0, 1, 2, 3.
De I' = A mod ¥, on déduit
(34) 7+ =9, mod a, pour r =0, 1, 2, 3.
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Les congruences (33) et (34) donnent, en vertu des propriétés con-
nues des congruences dans les corps algébriques,

ar = o = B, 2= 3, mod q,
d’ou résultent les congruences (32).

37. Tutorime. Il est permis de multiplier & droite et a gauche, par un
quaternion entier quelconque du domaine Q, les deux membres d’une
congruence suivant un déal de Q.

Car,si A=B mod %, on a A—B =0 mod ¥ et, en vertu du théo-
réme 18, les quaternions

M (A —B) et (A —B) M, ol M représente un quaternion entier de ),
sont congrus a zéro modulo ¥, quel que soit U'entier M. Il en résulté
bien

MA = MB et AM = BM mod 9.

: FOREME. . multipli j s -
f)tS Tutorime. Il est permis de plier membre & membre, & droite
et a gauche, un nombre fini quelconque de congruences suivant yn méme
wdéal du domaine Q.

Soient les deux congruences

(35) A=Bmod A et I'=A mod 9.

Ecrivons explicitement les quaternions qui figurent dans
gruences (35) :

les con-

A= o 04041, oty oty -12—: ot (et H2e) 6+ (ory +20)i, 4 (o, +24,)i J;
B= ﬁ,.p—}—ﬁlil—i—ﬁaiz-kﬁsia:% Bt Byt 281+ (Bo+28,)i,+ (B, 28 )i
= yetotitrtat7s a—%[:foﬂ-(‘ﬁ?h}i 2+ (25,1, | I
A= 304 By iy = 5 Dok Burt )i+ 00201 13,4+ %),

Effectuons les produits AI" et BA en appliquant les formuyles (5). On
obtient, tous calculs faits,

I'= (”070_“071_“072 Gy s %7 2“1/1_“ _*2“ Yooy ‘——233/3)
+ (oot oy + %ot 951/0_}-71/1 a0t 2, Tyz/a_'""sf’z T 2374 4
+ (‘za/o"-zn/:'i" zn/a"r"xl/f_"l/s-'_yz/ﬂ %y, 1 Z37o +“a/1+23}'3) i

+ (oo 2opa Zovs + X0+ + 2V — z/1+“z/a+23/u+aca/a) i
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et de méme
BA = (B3—Bd—Bd—Bd—Bd—28.3,—B.5,—285,—B3,—28,3) o
+ (B3B3 +BI L3, +B3, + B3, + B3, +£.3,—B3, + B3 i,
+ (BB, +B:3,+£,0,—B,3, +B.3, + B3, + 8.9, + B, +B2,) i,
+ (B Do BB +Bd:+B3+B0, + B —BD, +B.3, 4+ B3, + By iy

Or, on peut écrire, en vertu des congruences (35),

=03 moda pour r=20,123;
ys=0s mod a pour s=20,1,2, 3.

Il en résulte, en vertu des propriétés connues des congruences dans
les corps algébriques,

(36) arys =[3;0; mod a pour rets=— 0, 1.2, 8
Si on forme alors la différence A" — BA, on voit que l'on a, en
vertu des congruences (36),
AI' —BA =0 mod %«
d’otut AT’ = BA mod 2.

Le théoréme, ainsi démontré pour le cas de deux congruences,
peut étre é¢tendu & un nombre quelconque de congruences.

39. TutortME. Quand deux quaternions complexes entiers sont congrus
entre euz suivant un idéal A, leurs conjugués relatifs et leurs normes
relatives le sont également suivant le méme idéal.

En formules : La congruence

(37) A =B mod %«
entraine ces deux autres congruences
(38) A =B mod As
(39) n(A) = n(B) mod .
Pour le démontrer, on pose
A= id }a|.

11 suflit alors d’écrire explicitement
A = OfuP + dli’]‘ + agiz + ‘xaias B = {3010 + ﬁlil + ﬁaiz —-}—~ ﬁaia,

de se rappeler les définitions des § 12 et 14, pour déduire de hypothése
(37) la congruence (38). En multipliant alors (37) et (38) membre a
membre, on obtient (39), puisque A et A sont permutables entre eux.
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40. Tutorkme. Soit, dans le domaine numéral Q, la congruence
A = B mod U. St I" est un diviseur (a droite ou a gauche) commun auz
deux quaternions complexes entiers A et B, il est permis de diviser (a
droite ou a gauche) les deux membres de la congruence donnée par I, a
condition que, dans le domaine Q, Uidéal principal id |n(I"){ soit premier
avec 2.
Démonstration. Soit U = id ja|. Supposons que I" soit un diviseur
commun i droite de A et B et posons
A=A*I", B=B*I".
La congruence de I’énoncé peut s’écrire dés lors
A*T = B*TI" mod ou
(40) (A* —B*)I" = 0 mod .
Multiplions les deux membres de cette derniére congruence (v. th. 38)
par I' ; on obtient
(A* —B*)n(I") = 0 mod A

ot n(I') désigne la norme relative de I' (v. § 11); n(I') étant un
nombre du corps primordial K, posons encore
n(l)=».
La congruence (40) s’écrit alors comme suit ;
(41) (A* —B*)» = 0 mod L.

Désignons par «,, 2. z, el z, les coordonnées dy quaternion
A* —B*. La congruence (41) signifie (v. § 12 et 14) que les quatre
nombres oy, 2,7, #,7 et 2,7, qui sont des nombres dy corps K, sont
divisibles tous les quatre par I'idéal a de ce corps. Si donc I’jgeg] ()
est premier avec a, c'est--dire si, dans le domaine QO I’idégl
id |(y){ = id |n (I')| est premier avec I'idéal A = id lal, les nombres
g oty o, €t o, font partie de a. Il en résulte que le quaternjon A* _Bx*
est congru & zéro modulo . On peut done diviser par 7=n() les
deux membres de la congruence (41), et la congruence (40) devient done

A¥ —B* = 0 mod A

11 A* = B* mod 9. c. q.f. d.

41. Tutorime. St les quaternions complexes entiers % r
dont le nombre est r = No (Y), forment dans le domaine () fm sys;ém:
complet de restes modulo U ; si de plus A est un quaterpion complains
entier du domaine Q tel que id |n (A)| soit premier apec Y, leg quaternions

(42) oA ToAy eeiy DpA

—
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forment également un systéme complet de restes modulo A. Il en est de
méme des quaternions

(43) AT, B vues AL
Démonstration. Tout d’abord, les quaternions (42) sont en nombre
égal aux quaternions I',, qui forment un systéme complet de restes
suivant . Il suffit donc de démontrer que deux quelconques des qua-
ternions (42), ou (43), sont incongrus entre eux modulo 2.
Or, si 'on avait par exemple,
IF'eA=T, A mod U,
ou (IF'e—T) A=0 mod ¥,
ot I'; A et I', A sont deux quaternions de la suite (42), il s’en suivrait,
en vertu du théoréme (§ 40) et puisque id |n(A)| est premier avec .
I'e—TI',=0mod ¥,

ce qui serait contraire & I'hypothése puisque I', et I', font partie d’'un
méme systéme complet de restes modulo %,

42. Tutonime. La norme d’'un produit de deux idéaux de quaternions
complexes est égale au produit des normes des facteurs.

En formule No (A B) = No (A). No (B).
Posons U=id |af, B=id|b|.
Appliquons le théoréme 34, on obtient
No (AB) = [ne (ab)]* = [y (a)]* [m2 (0)]¢ = No (). No ()

Conorrairi. La norme d’un produit d'un nombre quelconque d’idéaux
de quaternions complexes est égale au produit des normes des facteurs.

LE THEOREME DE FERMAT GENERALISE.

43. Définition. Nous appellerons « indicateur » de 1'idéal A le nombre
de ceux des éléments d'un systéme complet de restes suivant 2, dont
les normes relatives, considérées comme des idéaux principaux *, sont
premiéres avec A; nous désignerons I'indicateur de 9 par @ (A). Clest
une généralisation de la notion d’indicateur, notion introduite par Euler.

TuiorEME. Si A est un quaternion complexe entier dans le domaine
numeéral Q, quaternion dont la norme relative n (A) est premiére avec
Uidéal W= 1d |a| , on a la relation

[ (A)] W =1 mod .

« Dans le domainel numéra (3,
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Démonstration. Considérons, dans le domaine Q, les éléments d’un
systeme complet de restes modulo U, et soient B, B,, ..., B, ou
= ® (A), ceux d’entre eux dont la norme relative est premiére avec
Y. Déterminons les quaternions complexes entiers

Boy Ny nwiny, i
tels que
A B,=A,
(44) ARG ed
A B‘ e A‘

ou A est le quaternion dont parle I'énoncé. Les A, sont incongrus entre
eux modulo 9, car Az=A, mod A, ou Ay et A, sont deux des quater-
nions Ay, ..., A, entrainerait B,= B, mod ¥ (en vertu des congruences
(44) et du théoréeme § 40).

Je dis que les idéaux

id n (A -« 1d {n (A
sont premiers avec I’idéal 2.
Posons, puisque la norme relative d’un quaternion complexe est un
nombre du corps primordial K (v. § 11),
n (‘A;) f )‘1! n (Ag) E }‘21 el n (1\5) E__._T_—' );;.
Il s’agit donc de démontrer que les idéaux
id }(0z){, pour k= 1, RIS

sont premiers avec 1'idéal

A ==1id }af.
Supposons que les deux idéaux id }(2x){ ot k est I'un des indices 1, 2,
...y &, et A=1id }a| aient un facteur premier commun §; on peut
écrire

1d)0) =8P et A=A*P.
Posons encore
B=id|p|, P=idlpl, U*=id Ja¥.
On a done _ A
id J(2)| = id }6{ 1d }p{.

Or, en vertu de la définition du produit de deux idéaux, on déduit de
la relation précédente I’égalité suivante dans le corps primordial K :
(49) (%) = b p.

Mais 7 est la norme relative de Ax= A Bg. On a donc (v. § 11)

}‘k = 4\;‘ Kk = AB;" A—Ek = AJ\BR‘B_J&ITL — R(A) H{B&),
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Posons n(A) —a, n(By)=F

Légalité (45) s’éerit alors
(46) (W) = (2) (Bx) = b p.

Mais, par hypothése, 'idéal id |n (A){ ou id }(«){ est premier avec
Fidéal % = id Jaj. 1l en résulte que, dans le corps K, I'idéal (a) est
premier avec I'idéal a; («) n'est done pas divisible par I’idéal premier
p qui divise a. L'égalité (46) montre que Iidéal (B) devrait étre divi-
sible par p. P"-lals, si c’était le cas, I'idéal id | ()| ou id |n (By)| serait
divisible par id | p| = 9. Or, c’est impossible puisque les By sont, par
hypothése, premiers avec U et par suite avee .

I résulte de ce qui précede que les idéaux

id {n(Ag)| pourk = 1,2, ...
sont premiers avec U et que les quaternions
Ay Wy -svnry 4N
sont congrus, modulo ¥, aux quaternions de la suite
B B, co0y By

I’ordre de succession des indices dans les deux suites ci-dessus pouvant
différer.

Diés sengriehoss k) oo tire, en passant aux normes relatives et en
appliquant les théorémes § 19 et § 38,

n(AB,)-n(AB,). ... n(AB)=n(A)-n(A,). ... n(A;) mod A
ou, puisque n (ABs) = n (A)- n (By)
(47) [R(A))-n(B,). ... n(B)=n(A,). ... n(A;) mod A

Mais lenf‘-el‘nble des A; coincidant avec 'ensemble des B; et, d’autre
part, les 1déaux

id In(Bg)| et id n(Ag)| pour k=1,2, ...
étant premiers avee U, on déduit de la congruence (47)
[7(A)]f=1 mod U
ou [n (AP = 1 mod A

C’est le théoréme de Fermat généralisé au domaine Q des quaternions
complexes.
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