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INLEIDING 

Sedert BRYAN 1) de stabiliteit van de vlakke rechthoekige plaat, 
die aan haar randen is ondersteund en daar ter plaatse door nor
maalkrachten in haar vlak belast wordt, onderzocht, is door tal 
van onderzoekers aandacht geschonken aan dit vraagstuk, zoodat 
een uitgebreide literatuur over dit onderwerp bestaat, waarin 
voor verschillende randvoorwaarden en belastingen zoowel theore
tisch als experimenteel waardevol materiaal is verzameld 2). 

Het stabiliteitsprobleem van gewelfde wanden vond het eerst 
bij LoRENZ 3) behandeling, en wel in verband met het vraagstuk 
van de axiaal gedrukte buis. Eerst uit den lateren tijd dateert 
het onderzoek van de buis onder andere belastingen 4). 

In aansluiting aan de oplossingsmethode, die MEISSNER 5) gaf 
voor het elasticiteitsvraagstuk bij dunwandige omwentelings
lichamen onder axiaal symmetrische belasting, publiceerde in 
1915 ZoELLY zijn verhandeling over de elastische stabiliteit van 
den dunwandigen bol, die uitwendig door continu verdeelde nor
maalkrachten gedrukt wordt 6). 

Daar hij zich, overeenkomstig den aan MEISSNER ontleenden 

1) G. H . BRYAN, London Math. Soc., Proc., vol. 22, 1891, p. 54. 
2) Vergel. het referaat van S. TIMOSHENKO: Stability and strength of 

thin-walled constructions, Verhandl. des 3. internat. Kongr. für techn. 
Mech., Stockholm, vol. 3, S. 3. 

3) R. LORENZ, Zeitschr. des V. d. I., vol. 52, 1908, S. 1706. 
R. LORENZ, Phys. Zeitschr., 1911, S. 225. 

4) R. V. SouTHWELL, Phil. Mag. (6), vol. 25, 1913, p. 687. 
R. voN MisEs, Zeitschr. des V. d. I., vol. 58, 1914, S. 750. 
R. voN MISES, Stodola's Festschrift, Zürich 1929, S. 418. 
E. ScHWERIN, Zeitschr. für angewandte Math. u. Mech., vol. 5, 1925, 
S. 235. 
L. G. BRAZIER, Proc. Roy. Soc., London, vol. 116 A, 1927, p. 104. 

5) E. MEISSNER, Phys. Zeitschr., vol. 14, 1913, S. 343. 
6) R. ZoELLY, Ueber ein Knickungsproblem an der Kugelschale, Zü

richer Diss. 1915. 
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grondslag bepaalde tot die knikvormen, welke omwentelings
symmetrie bezitten, en welke bovendien symmetrisch zijn ten 
opzichte van den aequator, leverde deze verhandeling niet de 
algemeene oplossing van het probleem. 

SCHWERIN bracht de oplossing van hetzelfde vraagstuk in een 
volgend stadium door de laatstgenoemde beperking te laten ver
vallen; ook door hem bleef echter de rotatorische symmetrie als 
beperking gehandhaafd 1) . Zooals zich - na de overweging, dat 
bij knik van dunne gewelfde platen het aantal der plooien steeds 
zeer groot is - laat verwachten, kunnen de minimum kniklasten 
volgens ZoELLY en volgens ScHWERIN elkaar niet veel ontloopen. 

Voor zoover schrijver dezes bekend is vond het knikvraagstuk 
van den alzijdig gedrukten bol echter nog geen algemeene oplos
sing. Deze wordt in de volgende verhandeling gegeven en wel 
exact, zoodat geen gebruik gemaakt is van het voorstel door 
FOPPL bij de bespreking van het onderwerp in , ,Drang und Zwang" 
gedaan, n.l. om de algemeene oplossing te benaderen volgens de 
methode van RrTz 2). 

De sleutel tot de algemeene oplossingsmethode werd geleverd 
door het onderzoek van enkele speciale knikvormen, welker sym
metrie-eigenschappen overeenstemden met die van de regelmatige 
veelvlakken. Wanneer in de volgende verhandeling aan deze 
bijzondere knikvormen meer aandacht wordt geschonken dan in 
verband met de weergave van de algemeene oplossingsmethode 
strikt noodzakelijk is, is dit eensdeels geschied om den ontwikke
lingsgang van de gevonden methode duidelijker in het licht te 
stel:en, doch andersdeels ook vanwege de merkwaardigheid, die 
deze knikvormen in meetkundig opzicht bezitten. 

Bij de opstelling van de stabiliteitsvergelijkingen is uitgegaan 
van de algemeene stabiliteitstheorie, zooals deze door BIEZENO 
en HENCKY gegeven is. Met behulp hiervan worden de stabiliteits
vergelijkingen voor het geval van den bolwand van constante 
dikte algemeen, d. w. z. voor iedere willekeurige belasting, af
ge~eid. Vervolgens wordt voor het speciale geval eener continu 

1) E. ScHWERIN, Zur Stabilitat der dünnwandigen Hohlkugel unter 
gleichmaszigem Auszendruck, Zeitschr. für angewandte Math . u. Mech . 
vol. 2, 1922, S. 81. 

2) A. u. L. FoPPL, Drang und Zwang, vol. 2, 2. Aufl . S. 375. 
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verdeelde normale belasting, de oplossing der stabiliteitsverge
lijkingen gegeven. De methode, d)e daarbij _gevolgd wordt, laat 
een meer algemeene toepassing toe op andere stabiliteitsproblemen 
van den bolwand, waarbij het van den aard der knikbelasting 
afhangt of deze methode tot een exacte, dan wel tot een benade
rende oplossing in staat stelt. 

) 

'; 





HOOFDSTUK I 

DE ALGEMEENE STABILITEITSVERGELIJKINGEN 

§ l - INLEID ING 

Het stabiliteitsprobleem kan op verschillende wijzen behandeld 
worden, al naar gelang men er de energetische beschouwingswijze 
op toepast, of wel de statische beschouwingswijze. Uitgaande 
van de eerstgenoemde of van de laatste methode, wordt het knik
vraagstuk geformuleerd met: 
a) bij welken belastingstoestand zijn zoowel de eerste als de tweede 

variatie van de energie van het systeem gelijk aan nul. 
b) bij welke belasting is de evenwichtstoestand niet ondubbel

zinnig bepaald. 
Daar het volgende onderzoek gebruik maakt van de algemeene 

stabiliteitsvergelijkingen voor het elastisch continuum, zooals deze 
gegeven worden door BIEZENO en HENCKY, die in hun desbetref
fende verhandeling 1) de statische beschouwingswijze den voor
rang geven, wordt ook hier het probleem volgens deze laatste 
methode behandeld. 

Het karakteristieke van den kniktoestand is gelegen in de ver
scheidenheid van mogelijke vervormingstoestanden, bij welke het 
evenwicht gehandhaafd blijft onder een uitwendige belasting, die 
door een voorgeschreven gelijkblijvend krachtenveld op het 
lichaam wordt uitgeoefend. ·rwee van zulke vervormingen mogen 
niet als evenwichtstoestanden gei:soleerd liggen; tusschen hen 
moet een continu verloopende reeks van vervormingstoestanden 
mogelijk zijn, bij welke eveneens evenwicht aanwezig is. 

l) C. B. BIEZENO and H . HENCKY, On the general theory of elastic 
stability, Proceedings of the ,Koninklijke Akademie van Wetenschappen" 
te Amsterdam. Vol. XXXI, No. 6, and Vol. XXXII, No. 4. 
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Zoolang de vervormingen beschouwd worden verwaarloosbaar 
klein te zijn tegenover de afmetingen van het systeem, zooals dit 
inderdaad bij de afleiding van de algemeene elasticiteitsverge
lijkingen 

cycl. 

gedaan wordt, zijn de spanningen, die het gevolg zijn van een 
zekere belasting ondubbelzinnig bepaald. 

Uitgaande van deze vergelijkingen is het dan ook niet mogelijk 
het knikprobleem algemeen te bestudeeren. Daartoe is noodig 
dat meer algemeene vergelijkingen worden opgesteld, welke reke
ning houden met de eindigheid der vervormingen, die als gevolg 
van e en eindige belasting optreden. 

De wet van HoOKE geeft zoolang deze vervormingen klein blij
ven voor tal van materialen een goede omschrijving van het ver
band tusschen spanning en vervorming. Toegepast op grootere 
vervormingen voert zij echter tot ongerijmdheden, zooals ge!llus
treerd kan worden aan het voorbeeld van een lichaam onder al
zijdigen gelijken druk, dat bij eindige spanningen zelfs een negatief 
volume zou kunnen innemen. Inderdaad is ook uit nauwkeurige 
metingen gebleken, dat slechts in eerste benadering vaneen lineair 
verband tusschen vervorming en spanning kan worden gesproken. 
Daarom verdient het aanbeveling, indien de eindigheid der ver
vormingen een essentieel element der overwegingen vormt, de 
wet van HooKE te vervangen door een andere elasticiteitswet. 

BIEZENO en HENCKY hebben de algemeene stabiliteitsverge
lijkingen opgesteld, zoowel met gebruikmaking van den wet van 
HooKE 1), als met toepassing van een elasticiteitswet, dje ook 
bij grootere vervormingen niet tot inwendige tegenspraken, als de 
boven aangeduide, aanleiding geeft 2). 

Wanneer in het volgende de op de tweede wijze afgeleide ver
gelijkingen worden gebezigd, is dit voomamelijk geschied, omdat 
de knikmogelijkheid bij den bol eerst bij groote belastingen en dus 
bij groote vervormingen optreedt. 

1) Proc. K. A. v. W., Vol. XXXI, No. 6. 
2) Proc. K. A. v. W., Vol. XXXII, No. 4. 
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§ 2 - DE STABILITEITSVERGELIJKINGEN I N RECHTLIJNIGE 
ORTHOGONALE COORDINATEN 

Het knikprobleem van den dunwandigen bol zal het eenvoudigst 
geformuleerd worden, indien gebruik wordt gemaakt van pool
coordinaten. Daar BIEZENO en HENCKY de algemeene stabiliteits
vergelijkingen afleiden in rechtlijnige coordinaten moet worden 
nagegaan op welke punten hun beschouwingen aanvulling behoeven 
om te komen tot de stabiliteitsvergelijkingen in poolcoordinaten. 
Te dien einde wordt eerst een beschrijving gegeven van den weg, 
dien gevolgd wordt ter afleiding der algemeene stabiliteitsverge
lijkingen in gewone coordinaten. Deze beschrijving bedoelt niet 
in details te treden, doch wil slechts de voornaamste punten uit 
den gedachtengang naar voren brengen. 

a - H et evenwicht 

Onder invloed van een stelsel van belastingen vervormt zich 
het lichaam, dat in onbelasten toestand spanningsvrij gedacht is. 
De spanningen, die in dezen vervormingstoestand (verder aan te 
duiden met I) optreden, worden gerekend per oppervlakteeenheid 
van den toestand I, en beschreven ten opzichte van het assen
stelsel xyz. Zij worden aangeduid met het symbool Smn, waar
mede bedoeld wordt de componente, in de richting van de as m, 
van de spanning op het vlakteelement dat de n-as tot norrnaal 
heeft (m en n is een willekeurig tweetal assen van het systeem xyz). 

Indien de componente van de massakracht, per eenheid van 
volume in toestand I, volgens één der coordinaatrichtingen wordt 
aangeduid met de hoofdletter, behoorende bij deze coordinaat
richting, (b.v. de massakracht in de richting der y-as met Y), 
wordt de voorwaarde voor het evenwicht in de richting der m-as 
gegeven door de _vergelijkingen 

n = x,y,z 

oSmn+M=O 
on m =x,y,z. (1) 

1 

Met de notatie van deze vergelijking wordt bedoeld, dat in de 
vergelijking eerst voor m één der letters x, y, z, en voor M de bij
behoorende. letter X, Y of Z wordt gezet, en daarna over n wordt 
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gesommeerd, in dien zin, dat n achtereenvolgens door x, y en z 
wordt vervangen. 

verplaat ingen, welke het lichaam uit den onbelasten toe
stand overbracht n in den toestand I worden aangegeven door 
hun component n U m (m = x, y, z). De vormveranderingen, die 
m t deze v rplaatsingen samenhangen worden overeenkomstig 

1 al indige grootheden beschouwd, waarvan echter veronder
st 1 blijft dat zij klein zijn, in dier voege dat hun kwadraten en 
hoog re machten tegenover de eenheid verwaarloosd kunnen 
word n. 

lrnikb lasting is ged finieerd de belasting waarbij het lichaam 
ni alleen in den toestand I in evenwicht verkeert, doch tevens 
in en naburig n vervormingstoestand II, welke bereikt wordt 
door i der punt uit den to tand I over zeer kleine afstanden 
Um (m = x, y, z) te verplaatsen. Daar de mogeliy"kheid van de zeer 
kl ine v rplaatsingen reed het stabiliteitscriterium vormt, worden 
d . tra-v rplaat ingen zoodanig klein verondersteld, dat hun 
groott , t t de e rste macht genomen, verwaarloosbaar is tegen
ov r d e nh id, zoodat zij ten opzichte van de verplaatsingen U m 

als kl in zijn te b chouwen. 
e vormverandering wordt beschreven met de grootheden: 

fmn = (
()Un + ()u"') 
()m ()n 

(2a) 

en de standsverandering - wel te onderscheiden van de plaats
verandering - door de rotatiecomponenten 

_ 1 (()Un _ <lttm) 
Wmn - 2 ()m ()n . 

(2b) 

Blijkens deze definitie is de richting, waarin Wmn positief gerekend 
wordt, gelijk aan de richting volgens welke draai1ng van de po-

sitieve m-as over een hoek ; deze as tot dekking brengt met de 

positieve n-as. De grootheden Wmn en Wnm hebben op dezelfde 
rotatiecomponente betrekking, welke zij echter met tegengesteld 
teeken beschrijven. Tevens volgt uit (2b) Wmm =O. 

Het volume-element, dat in den toestand I de afmetingen 
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dx, dy, dz had, heeft in den toestand II zijn rechthoekig parallele
pipedischen vorm verloren, terwijl andere spankrachten op zijn 
zijvlakken aangrijpen; de massakracht zal echter ongewijzigd zijn. 
Tusschen deze gewijzigde spankrachten en de massakracht moet 
evenwicht bestaan. 

De spanningen in den toestand II worden gedefinieerd met 
behulp van de spanningscomponenten Mn. In deze notatie duidt 
de hoofdletter (M) aan, dat de bedoelde componente in toestand II 
in de richting van de gelijknamige as (m) werkt; de index (n) geeft 
aan dat het vlakte-element, waarop de componente aangrijpt in 
toestand I loodrecht op de gelijknamige as (n) stond. In het alge
meen is dan dit vlakte-element in den toestand II ten opzichte 
van het coordinatensysteem gedraaid. Bovendien wordt de span
ning niet gedefinieerd per oppervlakte-eenheid van den toestand II, 
waarop zij betrekking heeft, doch per oppervlakte-eenheid van 
het element in den toestand I. 

Doordat op deze wijze de spanningen in den toestand II be
schreven zijn met behulp van de coordinaten, die de punten in den 
toestand I bezitten, wordt het evenwicht in ieder der richtingen 
m = x, y, z voor den toestand II uitgedrukt door de vergelijkingen 

'W =X, y, Z. (3) 
n = x,y,z 

Ten behoeve van het verband tusschen de spanning Mn en de 
vervormingen, dat in vergelijking (15) zal worden verkregen, 
wordt een tweetal hulpsystemen van spanningen S*mn en Smn, 
welke beide den spanningstoestand II beschrijven, ingevoerd. 

De spanning S* mn is gedefinieerd per oppervlakte-eenheid van 
het lichaam in den toestand II; haar richting is die van de m-as, 
en het oppervlak, waarop zij betrekking heeft, staat normaal op 
de n-as. 

Het verband tusschen de spanning M n en de spanningen S* mn 
wordt geleverd door de voorwaarde voor het evenwicht in de 
richting der m-as vaneen tetraedrisch element in den toestand II, 
dat begrensd wordt door een vlak, dat in den toestand I normaal 
op de n-as stond, en door drie normaal georienteerde coordinaat
vlakken (fig. 1). 
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Indi n h t zijvlak, dat de richting n tot normaal heeft, het 
opp rvlak dO h ft, is het oppervlak van het zijvlak, dat de m-as 
tot norrnaal h ft, e o (ñm) dO. 

Fig. l. 

Het zijvlak dO had in toestand I de grootte 

dO 

1 + 6- () Un 
()n' 

indien onder t:. de dilatatie der extra-vervorming verstaan wordt 

6.= 
() Ui 

TI' 
i = x, y, z 

De evenwichtsvoorwaarde voor het tetraedrisch element In m
richting is dus 

()Un 
1 +6-

()n 

1:, S* mi cos (ni) = O. 
i = x, y, z 

(4) 

In aanmerking nemend dat de hoek (nn) van de orde der extra
vervormingen is, volgt dat cos (ni) onder verwaarloozing van 
termen, die kwadratisch zijn in deze vervormingen, gelijk is aan 
den cosinus van den hoek, die de projectie van ñ op het vlak ni 
maakt met de i-as 
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- ') ~Un cos (nz = - ~ i . 

Hierdoor neemt de evenwichtsvergelijking (4) den vorm aan: 

Mn =S*mn + S*mn 6.- E S* mi. ~Uf 
i = x, y, z 

m=x, y, z ;n=x, y, z. 
(5) 

Ter invoering van het tweede hulpsysteem van spanningen wordt 
aan het punt met de coordinaten x, y, z in den toestand I een 
assenkruis, dat gericht is volgens de coordinaat-assen, vast ver
bonden gedacht. Bij overgang naar den toestand II ondergaat dit 
assenkruis de verdraailngen Wmn van het materieele deeltje in dit 
punt. De spanning Smn is gedefinieerd per oppervlakte-eenheid 
van het lichaam in den toestand II, haar richting mis gelijk aan de 
richting der m-as van het gedraaide assenkruis, en het oppervlak 
n, waarop zij aangrijpt, is eveneens georienteerd volgens dit assen
kruis 1). 

De spanningssystemen Smn en S* mn zijn daarom de hoeken Wmn 
ten opzichte van elkaar gedraaid. De relatie tusschen de spanning 
S*mn en de spanningen Smn wordt geleverd door de evenwichts
voorwaarde in de richting der m-as voor een tetraedrisch element, 
dat begrensd wordt door een vlak loodrecht op de m-as en door 

l) Bij wijze van samenvatting wordt hier een overzicht gegeven van 
alle in het voorgaande ingevoerde spanningssystemen: 

Het eerste systeem beschrijft den spanningstoestand I, de overige beschrij
ven den spanningstoestand II. De eerste twee systemen zijn betrokken op 
de oppervlakteeenheid van, in toestand I volgens de coéirdinaatrichtingen 
georienteerde vlakken; het derde is betrokken op de oppervlakteeenheid 
van, in toestand II volgens de coéirdinaatrichtingen georienteerde, vlakken; 
en het vierde op de oppervlakteeenheid van vlakken, die in toestand II 
de hoeken Wmn ten opzichte van het algemeene coéirdinatensysteem ge
draaid zijn. De richting van de spanningscomponenten is in alle systemen 
gelijk aan die van de normaal der vlakken, waarop deze systemen betrokken 
zijn. Bij alle systemen, uitgezonderd het tweede, duidt de eerste index op 
de richting, volgens welke de spanning werkt, de tweede index op de nor
maalrichting van het vlak, ten opzichte waarvan de spanning gedefinieerd 
is. In het tweede systeem vervult de hoofdletter de taak van de eerste 
index, en de index de taak van de tweede index bij de andere systemen. 
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drie vlakken, georienteerd volgens de richtingen van het gedraaide 
assenkruis. 

Als voorwaarde voor het evenwicht in de richting der m-as 
wordt gevonden, indien wederom in aanmerking wordt genomen 
dat de hoeken Wmn van de orde der extra-vervormingen zijn: 

i = x, y, z 
m =X, y, Z; n =X, y, Z. 

De vergelijking (6) in (5) gesubstitueerd geeft, wanneer de termen 
die kwadratisch zijn in de differentiaalquotienten van u yerwaar
oosd worden tegenover de termen, welke die grootheden tot de 
eerste macht bevatten: 

i = x, y, z 
m = x, y, z; n = x, y, z. 

b - De elasticiteitswet 

De afhankelijkheid tusschen spanning en vervorming kan eerst 
worden vastgesteld, nadat een elasticiteitswet is geformuleerd. 
Zooals in § 1 van dit hoofdstuk werd uiteengezet, is er aanleiding 
de wet van HooKE te vervangen door een andere elasticiteitswet, 
welke beter rekenschap geeft van de verschijnselen bij eindige 
vervormingen. 

Aan deze elasticiteitswet worden de eischen gesteld: 
l. dat de volumeverandering van een element slechts afhankelijk 

is van het hydrostatische deel der spanningen; 
2. dat de elastische energie A gelijk is aan de som van de energie, 

afkomstig van het hydrostatische deel der spanningen, en de 
energie, geleverd door het deviatorische deel der spanningen. 

HENCKY 1) heeft aangetoond, dat aan deze voorwaarden kan 
worden voldaan indien als maat voor de specifieke verlenging 
van een lijnelement de grootheid 

1) H. HENCKY, Deber die Form des Elastizitatsgesetzes. Zeitschrift 
für technische Physik. 9 Jahrgang 1928, S. 215-220. Berichtigung S. 457. 
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_ l ( eindlengte ) 
t - n oorspronkelijke lengte 

wordt ingevoerd, en de elastische energie gelijk wordt gesteld aan: 

2A = 2G { (e1 - e)2 + (e2 - e) 2 + (ea- eJ 2} + 9Ke2• (8) 

In deze uitdrukking zijn G en K materiaalconstanten en t¡, ~2 , e3 

de maatgetallen voor de specifieke verlengingen in de richting 
der hoofdspanningen, welke in het vervolg kortheidshalve speci
fieke rekken worden genoemd, voorts is 

e = l ( e1 + e2 + ea). 

Uit de vereischte gelijkheid van uitwendig verrichten arbeid 
en toename der elastische energie bij iedere virtueele verplaatsing 
uit den evenwichtstoestand volgt het verband tusschen de hoofd
spanningen S¡ en de specifieke rekken e¡. 

De uitwendig verrichte arbeid betrokken op de volume-eenheid 
van het niet gedeformeerde lichaam is 

Volgens definitie is: 

zoodat 

dx¡ 
Bi =ln -

dx1 ' 

Dit gesubstitueerd in (9a) geefh 

dA = e3li E S¡~Ei, 
i = 1, 2, 3 

waarvoor geschreven kan worden onder invoering van 

S = i (S1 + 52 + 53) 

dA = e3€ E (S¡- S) ~ (e¡- e) + e3€. 3Sde. (9b) 
i = l, 2, 3 
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Volgens (8) is de variatie der elastische energie: 

~A = 2G I, (t¡- e) ~ (t¡- t) + 9Kt~t . (9c) 
i = 1, 2, 3 

Uit de identiteit van (9b) en (9c) voor iedere variatie volgt de 
relatie tusschen spanning en vervorming: 

e3E ( i- ) = 2G (t¡- e) 
e3ES = 3Kt, 

of onder invoering van de ,gereduceerde spanning" S~ , 

¡' = e3E i 

S/- S' = 2G (t¡- e) 
S' = 3Ke. 

~ (10) 

De elastische constanten G en K kunnen in eenvoudig verband 
gebracht worden tot de elastische constanten, die bepalend zijn 
voor de elasticiteitswet van HooKE. 

In het limietgeval, waar de deformatie oneindig klein is, moeten 
n.l. de spanningen volgens de wet van HooKE en volgens de door 
HE CKY ingevoerde ela ticiteitswet op gelijke wijze met de ver
vormingen samenhangen. Het getal t ¡ wordt in het limietgeval 
gelijk aan den rek in de meer gebruikelijke beteekenis, terwijl 
gereduceerde spanning en werkelijke spanning eveneens aan elkaar 
gelijk worden . 

Volgens de wet van HooKE geldt: 

S , = 2G (•¡ + m 3 2 •· } 

Uit (1 O) volgt: 

S¡ = 2Gs¡ + (3K - 2G) t. 

Aan de bovenuitgesproken eisch wordt voldaan indien 

K= 2 (m + 1) G 
3 (m-2) · 

Dit resultaat in (1 O) gesubstitueerd geeft: 

S¡' = 2G ( '' + m 3 2 •} (11) 
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De elasticiteitswet (11) levert het verband tusschen de span
ningssystemen van de toestanden I en II en de bijbehoorende 
vervormingen. Tusschen de gereduceerde spanningen S' mn, S mn 

en de verplaatsingen u blijkt het verband te bestaan 

o'mn = S'mn- S'mn = 2G (lmn + gmn. --
1 

-2 ~). (12) m-

waarin gmn gedefinieerd is door 

m = n 
m=j=.n: 

Voor de afleiding van (12), welke hier te veel plaatsruimte 
zou innemen, wordt verwezen naar de verhandeling van BIEZENO 

en HENCKY 1). 
Uit de definitie van de ,gereduceerde spanning" volgt: 

S S 
1 ( S' mn ) S' 

1 
(-S' S' S' ) (13) mn- mn = (e 3E) 

1 1 +~ - mn = (e 3E) 
11 

mn- mn-~ mn · 

Worden kwadraten en hoog~re machten van U of van haar dif
ferentiaalquotienten, en wordt eveneens u met haar differentiaal
quotienten tegenover de eenheid verwaarloosd, dan geldt: 

waarin 

(e:,)u = (1 - -1), 

A= ~ ~ui 
.._, ~i 

i = x, y, z 

de dilatatie in toestand I voorstelt. 
Na invoering van de spanning amn, die gedefinieerd wordt door: 

Omn = (1 - L1) o' mn, (14a) 

volgt uit (13): 

(14b) 

1) Proceedings K. A. v. W., Vol. XXXII, No. 4, pg. 445-452. 
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e - De stabiliteitsvergelijkingen 

Het is de hedo ling d drie ev nwichtsvergelijkingen (3), die 
voor d n to stand II g ld n te tran formeeren tot voorwaarden, 
welke het ev nwicht aan d verplaatsing n u¡ stelt. De spanningen 
Mn moeten dan eer t word n g kend in hun afhankelijkheid van u¡. 
Daartoe wordt (14b) ge ub titu rd in (7), welke substitutie onder 
verwaarloozing van termen van de orde u2 oplevert: 

Mn- mn = C1mn- I:. ( mi. /;n + S;n . W mi) (15) 
i = X, y, Z 

m = x, y, z n = x, y, z. 

De substitutie van (15) in de ev nwichtsvergelijking levert een 
iets eenvoudig r r ultaat, indien in de plaats van (3) als even
wicht verg lijking voor den toestand II het verschil van (3) en (1) 
gebezigd wordt: 

m =X, y, z. (16) 
n = x,y,z 

Hiema geeft ubstitutie van (15) de eindvergelijkingen: 

n =~u. Y;:• -
1 
_tJ~ (smdm) +Sin •:nm'+tlro¡mH =Ü 

m = x, y, z, (17) 

welke homogeen en lineair zijn m de verplaatsingen 

U¡, i =X,y,z, 

zooals mede blijkt uit de vergelijkingen (2a), (2b), (12) en (14a) 1
). 

De vergelijkingen (17) gelden algemeen voor iedere kleine ver
plaatsing uit een gegeven evenwichtstoestand I, zoowel voor het 
gewone elasticiteitsprobleem als voor het stabiliteitsprobleem. 

1) De vergelijkingen (17) geven in verkorte notatie de evenwichts
vergelijkingen weer, die door BIEZENO en HENCKY zijn gevonden. In hun 
verhandeling definieeren de schrijvers C1mn met Omn = S' mn -S' mn, dus 
als toename van gereduceerde spanning, van welke definitie de hier ge
gevene, (l4a), afwijkt. Ten einde een rekenfout te compenseeren, die in 
hun verhandeling bij de vergelijkingen (18a, b) insloop, is de gewijzigde be
teekenis van Omn hier ingevoerd. 
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In het algemeen worden aan het buitenoppervlak van het 
lichaam ten gevolge der extra-vervormingen extra-spanningen 
vereischt, die evenredig zijn met de plaatselijke extra-vervor
mingen aan den rand. Een willekeurige extra-vervorming is daar
om altijd mogelijk, indien aan den rand slechts de noodige extra
belasting aanwezig is, die, zoolang de vervorming klein blijft, 
met deze evenredig is. 

De oppervlaktespanningen van een lichaam, dat zich in een 
krachtenveld bevindt, zijn in het algemeen afhankelijk van den 
vorm van dat lichaam. Indien het lichaam, zich vervormt ver
andert daarmee tegelijkertijd de plaatselijke uitwendige belasting, 
die het gevolg is van het belastende krachtenveld. Hoe de ver
andering van de uitwendige belasting met de vervorming samen
hangt is bekend uit den aard van het gegeven krachtenveld; zij 
wordt bepaald door de verplaatsingen van de punten van het 
oppervlak en hun differentiaalquotienten. 

De extra-vervorming leidt in het bijzonder dfm knik in, indien 
de extra-belasting, die voor deze vervorming noodig is, geleverd 
wordt door hetzelfde krachtenveld, dat in het lichaam den span
ningstoestand I opwekt. 

Indien de verandering der uitwendige belasting evenredig is 
met de randverplaatsingen en haar afgeleiden, ontstaat de moge
lijkheid voor een geheele reeks van extra-vervormingen onder 
gelijkblijvend krachtenveld. De bij knik vereischte gelijkheid van 
belastingsverandering en verandering der randspanning stelt dan 
aan het systeem van verplaatsingen ui een randvoorwaarde, die 
homogeen en lineair is in de randverplaatsingen, zoodat het sta
biliteitsprobleem bestaat in het bepalen van de oplossingen van de 
homogene lineaire differentiaalvergelijkingen (17), die aan zekere 
homogene lineaire randvoorwaarden voldoen. 

Hoewel het stabiliteitsprobleem zich van het gewone elastici
teitsprobleem slechts onderscheidt in den vorm der randvoor
waarden, terwijl de differentiaalvergelijkingen dezelfde zijn, wor
den in verband met het speciale onderwerp van deze verhandeling 
de evenwichtsvergelijkingen (17) in het vervolg stabiliteitsverge
lijkingen genoemd. 

2 



18 

§ 3 - DE TABILITEIT VERGELIJKI GE IN ANDERE ORTHO-
GO ALE COO I ATE 

Evenals het in de vorige § gebezigde assenstelsel vormen de 
poolcoórdinaten een orthogonaal systeem. Dit belangrijke punt 
van overeenkomst stelt in staat na enkele eenvoudige overwe
gingen de stabiliteitsv rg lijking n (17) te transformeeren op pool
coordinaten. D eh ook de ov rgang naar ieder ander orthogonaal 
sy teem laat zich op grond van deze overwegingen volvoeren, en 
daarom zal in het algemeen worden onderzocht op welke wijze 
deze overgang verkregen wordt. 

a - W illekeurige orthogonale coordinaten 

Er worden weer de drie toestanden O, I en II onderscheiden, 
wel.ke dezelfde beteekenis hebben als in de voorgaande §. De span
ning toestand I wordt beschreven met de componenten Smn· 
Ook hier beteekent Smn de spanningscomponente welke gericht 
is volgens de m-coórdinaat in het beschouwde punt en die aan
grijpt op een vlakte-element, dat de n-coórdinaat tot normaal 
heeft . Onder de spanningen Smn en de eventueel aanwezige massa
kracht is een element, dat in den toestand I begrensd is door 
vlakken loodrecht op de coórdinaatrichtingen, in evenwicht. 

De evenwichtsbetrekkingen, welke algemeen gelden bij krom
lijnige coordinaten zijn van meer gecompliceerden bouw dan de 
overeenkomstige vergelijkingen (1) bij gebruik van orthogonale 
rechtlijnige coórdinaten 1) . Zij worden in het vervolg aangeduid met: 

m = x,y,z, (18) 

waarin F m (Skn) een lineaire uitdrukking is in de spanningen 
Skn (k = x, y, z ; n = x, y, z) en hun afgeleiden. In t egenstelling 
tot de vergelijking (1) kan in (18) niet eenzelfde gebruik gemaakt 
worden van den index m, omdat in het algemeen door iedere 
spanningscomponente een bijdrage wordt geleverd onder het sym
bool Fm, zoodat m in Smn vervangen moet worden door den index k, 
die evenals n ieder der coórdinaatrichtingen kan representeeren. 

1) ver gel. A. E. H. LovE, A treatise on the Mathematical Theory of 
Elasticity, 4th edition, Chap. II, art. 58. 
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Het volume-element, da t in den toestand I georienteerd was 
volgens de coordinaatrichtingen, wordt beschouwd nadat het is 
overgegaan in den toestand II. Het zijvlak dat in toestand I nor
maal op de n-richting stond, die bij dit bepaalde punt behoorde, 
heeft bij den overgang naar toestand II een wijziging ondergaan 
in stand, vorm en grootte. Ook de erop werkende spanning is in 
grootte en richting veranderd. De spanning in toestand II wordt 

1 
Fig . 2. 

nu uitgedrukt met behulp van spanningscomponenten Kn, welke 
evenwijdig zijn aan de spanningen Skn van toestand I, - zij zijn 
dus niet langer evenwijdig aan de plaatselijke coordinaatri~htin
gen -, terwijl zij evenals in § 2 betrokken worden op het overeen
komstige oppervlakte-element in toestand l. Ten opzichte van üe 
gebezigde notatie geldt hetzelfde als hetgeen in § 2 werd vastge
steld betreffende de spanning Mn. 

Na deze definitie van den spanningstoestand II geldt voor het 
element, dat in den toestand I begrensd was door vlakken normaal 
op de coordinaatrichtingen, als voorwaarde voor het evenwicht 
in de richting der m coordinaat: 

Fm (Kn) +M =0 m =x,y,z, (19) 

waarin Fm hetzelfde symbool is als in vergelijking (18), doch nu, 
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inplaats van op de spanningen Skn, betrekking hebbend op de 
spanningen Kn. 

aar Fm een bekende uitdrukking is, behoeft nog slechts vast
ge teld te orden, hoe Kn afhangt van de, den spanningstoestand I 
bepalende, groothe en kn en de verplaatsingen ui , om de met 
(17) analoge evenwichtsverg lijkingen voor den toestand II te 
kunn n v rkrijg n. 

aar kn de spanning compon ·nten op drie orthogonale vlak
ken in het b schouwde punt zijn, wordt de relatie tusschen Kn 
en kn gegeven door vergelijking (15), die behalve Kn en Skn de 
met de grooth den u¡ samenhangende deformatie- en rotatie
component n volgens de drie onderling loodrechte coordinaat
richtingen bevat. Immers zijn deze laatste componenten, mits 
slechts het coordinatenstelsel orthogonaal is, dezelfde of nu de 
coordinaten kromlijnig dan wel rechtlijnig zijn. Eveneens geldt 
vergelijking (12) algemeen voor orthogonale coordinatensystemen. 

ubstitutie van (15) in {19) geschiedt, wegens den vorm van (15), 
het eenvoudigst, nadat eerst {19) verminderd is met (18). 

Fm (Kn)- Fm (Skn) = Fm (Kn- Skn) =o m= X, y, z. (20) 

Fig. 3a. Fig. 3C, 

b - Poolcoordinaten 
De coordinaten vaneen punt der ruimte zijn de hoeken {}en cp, 

en de lengte r van zijn voerstraal; de verplaatsingen, die een punt 
ondergaat bij overgang van toestand I naar toestand II zijn in 
de richtingen der genoemde coordina ten res p.: de hoeken "P en X 
en de lengte u (fig. 2). 

Na wat 1n het algemeen kon worden opgemerkt over ortho-
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gonale systemen, moet nu nog in het bijzonder vastgesteld worden, 
op welke wijze de vervormingen !kn en de rotaties CDkn met de ver
plaatsingen 1p, x en u samenhangen, en welken vorm het symbool 
Fm bezit. 

Wegens de ongelijksoortigheid der coordinaten kunnen fkn, mmn 
en Fm niet gegeven worden in algemeene vormen, die zich op de 
verschillende componenten of op de drie coordinaatrichtingen ge
lijk laten toepassen; de algemeene notatie moet daarom verlaten 
worden. 

De grootheden !kn en W kn (fig. 3c) worden bij poolcoordinaten 
als volgt in de grootheden 1p, x, en u uitgedrukt 1). (21) 

(
MX ) . ()u 2ffP, = 2frfP = ~-X Sin'!?-+ . {}() 
ot r Sln cp 

( 
()x u) 2ffPfP=2 1p cotg D+ -+
()q; r 

M1p ()u 
21 rs- = 2f~, = · ()r -1p + r(){) 

()u 
2f,=2 ~ 

()r 

2m r ( ()rx ) si·n + ()u 
= - ~ - X X r sin 'l?()q; 

2w,~ = M1p + 1p - ~ 
()r r()D 

2co,~ =-si~ 8~ +sin 8 !; + 2 cos 8 X· 

De vorm van het symbool F m wordt afgeleid uit het evenwicht 
in toestand I vaneen volume-element, dat georienteerd is volgens 
de coordinaatrichtingen (fig. 3a) en waarop de spanningen Skn 

1) A. E. H. LovE, A treatise on the Mathematical Theory of Elasticity, 
4th edition, Chap. I, art. 22. De overeenstemming tusschen de in dit werk 
gegeven formules en de bovenstaande blijkt, wanneer de coordinaten (J en cfo 
bij LovE vervangen worden door {}en cfo; de verplaatsingen u,, uo, ufP door 
u, rif¡, r sin {} x; de vervormings-grootheden e,, e(J(J, erPrP door frr. f~s-. Ncfo en 
e{}fP, efP,, e,(J door 2/~fP. 2ffP,, 2/,s-; en de rotatie ro,, W(J, ÓÍrfo door W{}r/J. Wrfor. w,{}. 
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werken, die positief gerekend worden volgens de in figuur 3b aan
gegeven rich tingen. 

Met 8 D(, cp, r), tP ({}, cp, r) en R (D, cp, r) de eerste leden van 
de evenwichtsvergelijkingen in de richtingen {}, t:p en r aanduidend, 
en met 8, tP en R de componenten van de massakracht in de 
plaatselijke coordinaatrichtingen, vindt men voor de evenwichts
vergelijkingen voor den toestand I: 

8 ({) r) = ()sin DSs-s- ()5:;-r¡, + ()r2S:;., _ 
,cp ' - r sin {}(){} + r sin {}()cp r2()r 

Sr¡,r¡, S,:;. 
- cotg {} - + - + e =o 

r r 

tP (f1, , r) = ()s~n{}Sr¡,s- + (). Sr¡,r¡, + ()r2Sr¡,r + 
t:p r sm {}(){} r s1n {}()cp r2()r 

+ cotg {} Ss-r¡, + S,r¡, + tP =0 
r r 

(22) 1) 

R (D, 'r) = ()si~ 1JS,:;. + ~S,r¡, + "3r
2
S,, _ 

t:p r sm {}(){} r sm {}()cp r2()r 

1 
-- (Ss-s- + Sr¡,r¡,) + R =0 

r 

Overeenkomstig vergelijking (20) worden de stabilitejtsvergelij
kingen gevonden, indien in (22) Skn vervangen wordt door Kn- Skn 
volgens vergelijking (15), en het laatste lid der vergelijkingen (22) 
wordt weggelaten. Er wordt op deze plaats van afgezien de sta
biliteitsvergelijkingen expliciet in de grootheden fkn, cokn en Skn 
te geven, omdat het in de bedoeling ligt deze vergelijkingen te 
specialiseeren op den dunwandigen bol, bij welke specialisatie uit 
den aard van het beschouwde lichaam zekere vereenvoudigingen 
voortkomen, die de stabiliteitsvergelijkingen eenigszins bekorten. 

1) A . E. H. LovE, A treatise on the Mathematical Theory of Elasticity, 
4th edition, Chap. II, art. 59. De overeenstemming tusschen de _lormules, 
die LovE geeft en de bovenstaande blijkt, indien de spanningen ij vervan
gen worden door S¡¡; de massakrachten eFr, eFo, eFr¡, door R, 8, <1>; en de 
versnellingen ¡,, /8, Ir¡, gelijk nul gesteld worden. 



HOOFDSTUK II 

DE STABILITEITSVERGELIJKINGEN VAN DEN DUNNEN 
BOLWAND 

§ 1- HET KINEMATISCH SCHEMA VAN DEN DUNNEN WAND 

De methodes, welke de technische mechanica ter beschikking 
staan, stellen ook in veel eenvoudige gevallen niet in staat het 
mathematisch geformuleerde elasticiteitsprobleem tot exacte op
lossing te voeren. Daarom worden zekere vereenvoudigende wijzi
gingen in de probleemstelling aangebracht, waardoor voor het 
aldus ontstane vraagstuk een oplossing mogelijk wordt. 

Een veel toegepaste schematiseering, welke ook in het volgende 
wordt gebruikt, treedt op in de balken- en platentheorieen. Balken 
en platen worden geacht zich zoodanig te vervormen, dat punten 
welke voor de vervorming op een normaal van het middenvlak 
lagen, onder behoud van hun onderlingen afstand, ook na de ver
vorming op een normaal van het gedeformeerde middenvlak lig
gen (veronderstelling van BERNOULLI). De mechanische betee
kenis van deze schematiseering is deze, dat in de richting lood
recht op het middenvlak de balk of de plaat onvervormbaar is; 
vervormingen- wel te onderscheiden van verplaatsingen- tre
den alleen op evenwijdig aan dit vlak. 

De benadering, welke dit schema voor het oorspronkelijk pro
bleem levert, is beter naarmate de verhouding tusschen de wer
kelijke vervormingen, evenwijdig aan en loodrecht op het midden
vlak, grooter is; en deze verhouding is grooter naarmate de schuif
spanningen, welke op de normaalvlakken aangrijpen en in normaal
richting werken (dwarskrachten), en de normaalspanningen in 
deze richting kleiner zijn tegenover de andere spanningen. Bij 
slanke balken en bij platen, welke dun zijn tegenover de lengte
afmetingen, is aan deze voorwaarde voldaan. Omdat knik juist 
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bij deze slank lichamen h t g makk lijkst optreedt, zullen de 
re ultat n, welke een stabilit itstheorie, g bouwd op de veronder
st lling van BER OULLI, ge ft, en go de benadering vormen 
van den optred nd n o stand bij het niet-geschematiseerde 
sy teem. 

e se E DE STABILITEITSVER-

n vlak waarvan de punt n op constanten afstand tot het 
midd nvlak ligg n is bij de ing voerde sch matiseering een vlak 
van isotropi ; d normaal op dit vlak g eft de richting aan waarin 
het mat riaal onvervormbaar i . Volgens het kinematisch schema 
bestaat de plaat dan uit onvervormbare normaalelementen ter 
lengte van de wanddikte, die verticaal op het doorgebogen midden
vlak g richt blijven en die horizontaal elastisch aan elkaar ver
bond n zijn. Tengevolge van de invoering van dit schema be
hoeven de, voor het driedimensionale isotrope continuum afgeleide, 
stabiliteitsvergelijkingen een herzi ning, en deze herziening be
treft het punt, waar het verband gelegd werd tusschen vervorming 
en spanning, dus het punt waar de elasticiteitswet werd ingevoerd. 
De evenwichtsvergelijkingen blijven onveranderd gehandhaafd. 

Het vlak A (fig. 4) is een vlak, waarin tusschen spanning en ver
vorming een relatie bestaat, die voor alle punten van dat vlak 
dezelfde is. Spanningen welke in de richting van de normaal 
op dit vlak werken en aangrijpen op het element A' A" B" B' mogen 
al aanwezig zijn, zij zijn niet in staat eenigen invloed uit te oefe
nen op de vervormingen van dit element. Slechts de spanningen, 
welker richting evenwijdig is aan het vlak van de plaat, en die 
aangrijpen op normaalvlakken, staan in relatie tot de vervor
mingen van het element. Daarom is, wat betreft den samenhang 
tusschen spanning en vervorming, de spanningstoestand van drie
dimensionaal overgegaan tot tweedimensionaal. 

Ter invoering van een elasticiteitswet, welke rekening houdt 
met de eindigheid der vervormingen wordt, geheel naar analogie 
van de beschouwingen over de driedimensionale isotrope continua, 
onderscheid gemaakt tusschen spanningen, die het oppervlak 
vergrooten zonder daarbij den vorm van het plaatelement te ver
anderen, en spa~ningen, die vormverandering meedeelen zonder 
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de grootte van het oppervlak te wijzigen. De elastische energie, 
welke een element bevat wordt opgebouwd gedacht uit een gedeelte 
dat van de eerste vervormingen en een gedeelte dat van de laatste 
afkomstig is: 

waarin E1 en t 2 de maatgetallen van de hoofdrekken zijn, en 

e = t (el+ Ez) 

(23) 

de maat van de oppervlakteverandering is, terwijl G en H elas
ticiteitsconstanten zijn. 

---<B .,...., ,A 
s_ s ~-- .... - ........... -----n- .... .... 
A -------.'r--t.i __ .... 

Fig. 4. 

Groeien E1 en E2 met de1 en de2 aan, dan is eenerzijds de ver
meerdering van de elastische energie: 

dA = 2G { (t1 - e) d (e1 - e) + (e2 - t) d (e2 - e)} + 4 H edE, (24) 

andererzijds de arbeid van de uitwendige spankrachten: 

waarin ax de afmeting in den eindtoestand is van het lijnelement .. 
dat in onbelasten toestand de lengte dx bezat. Na een gelijke 
herleiding, als in hoofdstuk I, § 2b bij de bespreking van de elas
ticiteitswet voor driedimensionale isotropie werd gebruikt, volgt, 

dA = e2€ {S1de1 + S 2de2} = 
= e2

f: {(51 - S) d (e1 - e) + (52 - S) d (e2 - e)} + e2 f:. 2Sde, (25) 

indien nog gesteld wordt 
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Daar de inwendige energie (24) bij i dere variatie ~t11 dt2 gelijk 
moet zijn aan den uitwendig n arbeid (25) blijkt dat: 

Si'- 1 = 2G (ti- e) 
1 = 2Ht, 

(i = 1' 2) 

~ (26) waarin 

Het orthogonal coordinatenst lsel wordt zoodanig gekozen, 
dat in to tand I in i d r punt van d n wand één der coordinaat
richtingen normaal op d n wand g richt is. De spanningen Smn 
betr ffen dan ook n el m nt dat geon··nteerd is volgens het 
kin matisch sch ma, zoodat alle n de spanningen, waarvan de 
indices m en n ni t de normaalrichting op de plaat aangeven, in 
verband staan tot de vervormingen, welke door de ingevoerde 
elasticiteitswet behe r cht worden. 

Overe nkomstige opmerkingen g lden voor de spanningen S~n 
in toestand II. spanningen Smn en.- mn zijn daarom beide, voor 
zoover zij tot de vervormingen in verband staan, de componenten 
van tweedimensionale spanningstoestanden, die met de twee
dimensionale vervormingen door de elasticiteitswet (26) verbonden 
zijn. 

De beschouwingen, die bij driedimensionale isotropie tot het 
verband tusschen Smn- Smn en u voeren, moeten nu herhaald 
worden voor het tweedimensionale probleem. Hierbij doen zich 
geen nieuwe moeilijkheden voor, slechts wordt de afleiding ver
eenvoudigd doordat de elasticiteitswet slechts op twee dimensies 
betrekking heeft. Daar niettemin de weergave van deze afleiding 
in het geval van tweedimensionale isotropie nog een vrij breed
voerig betoog vereischt, wordt zij ook hier achterwege gelaten, 
en wordt onder verwijzing naar het analoge gedeelte uit de ver
handeling van BIEZENO en HENCKY 1) onmiddellijk het resultaat 
verrneld: 

o'mn = 5' mn- S'mn = 2Gfmn + gmn (H- G) b.. (27) 

Ten einde ook hier 2) een vergelijking mogelijk te maken tusschen 

l) Zie de noot op bladzijde 15. 
2) Vergelijk hoofdstuk I, ; 2b. 
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de ingevoerde elasticiteitswet voor eindige vervormingen en de 
wet van HooKE wordt de constante H uitgedrukt met behulp van 
den coefficient van zijdelingsche contractie m en den glijdings
modulus G. 

Volgens (26) geldt 

5/ = 2Gt¡ + 2 (H- G) e. 

Bij zeer kleine waarde der e's gaat deze uitdrukking over in 

waarin nu: 

( H-G) S¡ = 2G t¡ + -G- t , 

1
. lengtetoename 

t¡ = Im beginlengte · 

Volgens de wet van HooKE geldt voor den vlakspanningstoestand: 

S; = 2G ( '' + m 
2 

1 •). 

Uit de voorwaarde dat de nieuwe elasticiteitswet bij den overgang 
naar oneindig kleine vervormingen met de wet van HooKE identiek 
is volgt: 

waama (27) overgaat in 

H =m+ 1 G 
m-I ' 

o'mn =2G ftmn + mgmn 1 • "'~· (28) 

De stabiliteitsvergelijkingen in poolcoordinaten worden over
eenkomstig de beschouwingen van hoofdstuk I, § 3a verkregen 
door in de vergelijkingen (22) de spanningen Shn te vervangen 
door de grootheden Kn- Shn, welke gegeven worden door (15); 
en door weglating van den term der massakracht. De vergelij
kingen, die op deze wijze ontstaan, kunnen gesplitst worden in 
twee groepen van termen: een groep welke gevormd wordt door 
de spanningen Gmn en hun afgeleiden, en een groep, die bestaat 
uit de producten sij. lmn en sii CDmn met hun afgeleiden. Deze 
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tweede groep wordt in het volgende, wat betreft de evenwichts
vergelijking voor de richting der m-coordinaat, aangegeven met het 

symbool _!_ Am (S. f) waarin f niet speciaal op de vervormingen 
r 

lmn betrekking heeft doch tevens op de rotaties Wmn· 

In deze notatie, en na een herleiding ten opzichte van de termen 
welke orn bevatten, nemen de stabiliteitsvergelijkingen den vorm 
aan (29a, b, e) 

8 ({} r) = () sin{} o.s-.s- + ()o~q, + ()r3o.s-r _ 
'fiJ, - r sin{} (){} r sinD df/J r3()r 

- cotg {} Otf>4> + ~ A.s- (S./) =0 
r r 

cp ({}, , r) = () si.nD Otf>.s- + ~04>4> + ()r3otf>r + 
f/J r srn '!? {} r s1n {} ()q; r3ar 

+ cotg {} o.s-4> + _!_ Aq, (S . /) =O 
r r 

R ( {} J J r) = () s~n '!? Or~ + ~Ortf> + ()r
2o,, -

f/J r s1n'!? (){} r srn {}()q; r2()r 

- Cl_s._s. + oq,q, + _!_ Ar (S./) =Ü. 
r r 

In aanmerking nemende, dat bij het aangenomen kinematisch 
schema f.s-r = ft~>r = f,,. =O, worden de funkties A.s- (S./), A4> (S· f) 
en A,. (S . f) gegeven door (30a, b, e) 

A.s- (S./) -B~ (S. f)+(S.s-tf>ft~>.s-+St~>t~>ft~>t~>) cotg {}- (S.s-r/.s-.s-+ St~>rf.s-t~>)+ 
+ (Stf>r cotg {} + Stf>.s-) Wtf>r + Stf>tf>Wr.s- + Stf>rW.s-q, 

Atf> (S . 1)- Bq, (S./)- (S.s-.s-f.s-t~>+St~>.s-ft~>t~>) cotg D- (S.s-rft~>.s-+St~>rft~>t~>)
- S .s-.s-Wtf>r + (Stf>r cotg {}- Stf>.s-) Wr.s-- S.s-rw.s-q, 

A, (S./)= B,. (S. f)+(S.s-.s-/.s-{}+2S.s-tf>f.s-t~>+St~>tf>ft~>4>)-
- (S.s-tf>Wtf>r +Stf>tf>Wr.s-) cotg D,. 

waarin B.s- (S. f), Btf> (S. f) en Br (S. f) gegeven worden door de 
algemeene uitdrukking: 
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' (s·-o.~Wij 5 . ~mij 1 ) . _¡_, lv ~{} + 14> sin{} ~q; + Wji 
1 = ~. ÍJ, f 

i = {}, q;, r. (30d) 

§ 3 - AANTAL DER ONBEKENDE FUNKTIES EN DER VERGE
LIJKINGEN 

Het drietal stabiliteitsvergelijkingen bevat in het algemeen, 
behalve de grootheden welke op den spanningstoestand I betrek
king hebben en die bij ieder concreet stabiliteitsprobleem gegeven 
zijn, de spanningen Gmn de deformaties fmn en de rotatiecompo
nenten Wmn· De grootheden fmn en Wmn worden door de vergelij
kingen (2a, b), onafhankelijk van iedere elasticiteitswet, uitge
drukt in de verplaatsingen Un, n = x, y, z. Na inachtname van 
(2a, b) resteeren daarom nog 12 onbekenden funkties, n.l. 3 ver
plaa tsingen 

Un 

en 9 spanningen Gmn 

n =X, y, z 
m =x,y,z n =X, y, z. 

Ter bepaling van deze onbekenden zijn 12 vergelijkingen noodig. 
Reeds 3 vergelijkingen zijn gegeven in den vorm van het drietal 
stabiliteitsvergelijkingen. Zij garandeeren het evenwicht der krach
ten, die op een element werken, in de coordinaatrichtingen. 

Het evenwicht der momenten vereischt in toestand I Smn = Snm 
- - 1 

en in toestand II Smn = Snm, zoodat hieruit voor de spanningen 
Gmn blijkens (14b) VOlgt: Gmn = Gnm• 

De voorwaarde van het momentenevenwicht geeft zoo een 
drietal betrekkingen, dat het aantal der onbekende spanningen 
tot 6 reduceert. 

Voor het elastisch continuum, dat driedimensionale isotropie 
·bezit, worden deze 6 vergelijkingen verkregen uit (14a) en (12) 1). 

Bij den tweedimensioniaal isotropen wand geven de met (12) 
overeenkomende vergelijkingen (28) echter niet het gezochte zestal 

1) Hoewel ook uit {12) de gelijkheid van umn en u,.,. volgt, mag deze 
gelijkheid niet als een zelfstandige conclusie uit de elasticiteitswet worden 
opgevat. Zij is in príncipe evenwichtsbetrekking. 
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betrekkingen, daar (28) de spanningen o' mn tot de vervormingen 
in verband brengt slechts voor zoover hun índices m en n niet de 
normaalrichting op den wand aangeven. In de notatie welke bij 
gebrui.k van poolcoordinaten werd ingevoerd 1) bepaalt daarom 
vergelijking (28) met (14a) alleen de spanningen o&&, ~&,¡, = 
a,¡,&, o,¡,r¡,. 

De spanningen os-r = o,s., oq,, = o,q, en o, kunnen e eh ter niet 
door een elasticiteitswet in verband gebracht worden tot de ver
vormingen. Deze omstandigheid is ontstaan door invoering van 
het kinematisch schema. In den aard van het kinematisch schema 
ligt dan ook de mog lijkheid voor de opstelling van een drietal 
betrekkingen besloten, die in de plaats treden van de door dit 
schema opgeheven elasticiteitsbetrekkingen. 

Indien bij den bolwand de verplaatsingen bekend zijn van de 
punten van het bolvlak dat in toestand I den straal a heeft, vol
gen de verplaatsinge'n van ieder ander punt van den wand uit de 
bekende translatie en rotatie van den normaal waarop dit punt 
ligt. De straal a wordt gelijk gekozen aan het rekenkundig ge
middelde van den uitwendigen en inwendigen straal, welke resp. 
de waarde a+ h en a-h bezitten. 

Indien de verplaatsingen van de punten (-&, rp, a) gegeven zijn 
door 1p0 , Xo en u 0 

2) zijn de verplaatsingen 1p, x en u van een wille
keurig punt (íJo, rp, r) volgens het kinematisch schema bepaald door 

~v 0 r- a 
'P ='fJJo- ~ . -r-

- _ ~v0 r-a 
X - Xo sin2 X~ffJ • r 

(31) 

u .. 
waarin inplaats van u de dimensielooze grootheid " =- IS Ina 
gevoerd. 

Het ligt in de bedoeling het twaalftal vergelijkingen door elimi
natie der spanningen te reduceeren tot een drietal, dat slechts de 

1} Vergelijk hoofdstuk I, § 3b. 
2} Vergelijk hoofdstuk I, § 3b. 
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onbekende verplaatsingen 1p0 , Xo en v 0 bevat. De eliminatie der 
spanningen amn, voor zoover (28) op hen betrekking heeft, kan 
zonder meer geschieden. De eliminatie van a~r, a,pr en a, ver
eischt meer overleg en wordt in de volgende § uitgevoerd. 

§ 4- INTEGRATIE VA DE STABIL TEIT ERGELIJKI GEN 
VAN DEN BOLWA D 

a - Eliminatie van a~, a~, en a,, 

Beschouwd wordt een deel van den bolwand, dat de infinitesima
le afmetingen ad-8, a sin f}dcp en de eindige afmeting 2h heeft. (fig. 5) 
Het evenwicht van dit deel van den bolwand, dat in het vervolg 

Fig. 5. 

wandelement genoemd wordt, kan uiteraard worden uitgedrukt 
door integralen van de evenwichtsbetrekkingen (29) der ruimte
elementen, die het wandelement bevat. Deze integralen worden 
zoodanig gekozen, dat zij tot eliminatie der spanningen a~,, a~~· 
en Orr voeren, welke op de zijvlakken van het wandelement werken. 
Voor zoover deze spanningen op den buitenwand of den binnen
wand van den bol aangrijpen zijn zij bekend uit de gegeven rand
voorwaarden van het probleem; daarentegen zijn de resultanten 
D~ en Dcpr der spanningen a~,. en acpr, die aangrijpen op de zij
vlakken welke den bolwand doorsnijden, onbekend. 

De krachten D~r en D~r zijn door de wijze van definieeren dwars-
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krachten van den bolwand- wel te onderscheiden van de totale 
dwarskracht n, waarvan zij slechts het gedeelte zijn, dat uit o~ 
of aq,r wordt afgel id, immers is de totale dwarskracht blijkens 
(14b) de resultante d r spanningen 

- mn = Smn + Gmn- 6. Smn · 

Onmiddellijk kunnen twee evenwichtsvoorwaarden voor het 
wandelem nt worden genoemd, waarop de dwarskrachten geen 
invloed uitoefen n 1 en waarbij dus de gewenschte eliminatie ver
kregen wordt 1 n .l. het momentenevenwicht ten opzichte van de 
twee door het middelpunt van den bol gaande assen OA en OB. 

Het moment om de as OA 1 die loodrecht staat op het coordinaat
vlak q; door P 1 is 

sin {}d{}d<p e (f>, '1') = J e ({}, q>, r) r• sin {}d{}d<pdr = o. (32a) 1
) 

Het moment o m de as O B 1 welke in O loodrech t op O P en O A staat, is 

sin {}d{}d<p <1> ({}, q>) 1 <1> ({}, q>, r) r• sin {}d{}ri<pdr = O. (32b) 

De voorwaarde voor het evenwicht in de richting, normaal op 
den wand, luidt : 

J R ({}, q>, r) r' sin {}d{}d<pdr = O. (33a) 

In (33a) kunnen D!!rr en Dq,, nog niet geelimineerd worden, daar 
zij in normaalrichting een resultante hebben van de grootte: 

oD!!rr d-<l + oD4>r d 
a{} · v oq; · q;, 

welke dus onder het linkerlid van (33a) voorkomt. 
De dwarskrachten D~, en Dq,, kunnen bepaald worden uit het 

momentenevenwicht van de op het wandelement werkende krach
ten t.o.v. de assen PC en P D. Het evenwicht om de as PC1 die 

1) D e integratie strekt zich uit over de valle wanddikte, dus van 
r =a - h tot r =a + h. De vermelding dezer grenzen blijft hier en in 
het vervolg achterwege . 
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loodrecht op het vlak cp door P staat, wordt uitgedrukt door: 

J 9 (#, <p, r) r2 (r- a) sin #df}drpdr =O. (33b) 

Het evenwicht om de as PD, loodrecht op OP en PC, geeft: 

¡~ (#, <p, r) r2 (r- a) sin {}dfJdrpdr =O. (33c) 

Het linkerlid van (33b) bevat den term - D:Jrad{}, het linkerlid 
van (33e) bevat - Dq;,a sin1? dcp. 

Differentiatie van (33b) naar {}, deeling van (33e) door sin 1? en 
differentiatie naar cp, en sommatie van de dan verkregen uitdruk
kingen geeft: 

d{}d ![() (sin{} e({}, rp, r)) + ()fl>({}, cp, r)l 2 ( - ) d -o cp (){} ()cp r r a r - , (33d) 

waarvan het linkerlid nu bevat: 

_ a [()D:Jr d 1J+ ()Dq;, dcp]. 
(){} dcp 

Deze laatste uitdrukking is gelijk aan -a X het gedeelte van 
(33a), dat op D:Jr en Dq;r betrekking heeft. Uit (33a) kunnen D:Jr 

en Dq;, dan ook geelimineerd worden indien _!_ X (33d) opgeteld 
a 

wordt bij (33a). 

sin fJdf}d R ({}, )-!~[()sin{}. e ({}, cp, r) + (),P.({}, cp, r)]~ + 
cp cp ~ Sin (){}() Sin {}()cp a 

+ R (fJ, <p, r) f r2 sin fJd#drpdr =O. (32e) 

Substitutie van (29a, b, e) in (32a, b, e) levert vergelijkingen op, 
die wat betreft de spanningen ao.r, aq;, en arr nog slechts de uit
drukkingen bevatten: 

(34a) 

3 
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(34b) 

. .o. + . + -- r2dr. + () Sin{} GrtJ. ()Grcf> ()r2Grr l 
r s1n·U' ()0. r sin-& ()q; r2()r (34c) 

Deze laatste uitdrukking vereischt eenige herleiding, wat betreft 
het gedeelte, dat op a;;;,. en Gcf>r betrekking heeft. N a invoering van 

_ () Sin{} Gr::t ()Grcf> 

y - sin-& () {} + sin-& ()q; 

kan dit deel als volgt worden herleid: 

!() r8
y r - a J 1 () r3y ¡ () r 3y ¡ · 

r()r a dr + yr dr = airr dr- r()r dr + yr dr = 

=! [ () ray - () r2y l dr = (~[y r2 (r-a) ]dr 
a()r ()r J () r a ' 

zoodat (34c) overgaat in: 

!~ 12 ~ [() sin{} a~-9- ()ar4> l r - a l ~ · .o. .o. + . 0. .() - - + Grr dr. ur Slnv dv Sin q; a 
(34d) 

Hiermede zijn de spanningen a;;;,., Gcf>r en a,,. uit (32a, b, e) in 
zooverre geelimineerd, dat zij nog slechts met hun bekende rand
waarden voorkomen. Het geval, dat a&r en Gcf>r aan de randen 
ongelijk nul zijn, wordt buiten beschouwing gelaten, omdat het 
technisch van geen beteekenis is. Daarentegen moet ermede re
kening gehouden worden dat a,, van nul verschillen kan. Indien 
namelijk, zooals in het later te behandelen geval, de belasting 
van den bol uit een uitwendigen hydrostatischen druk P bestaat, 
is zoowel S rr als S,., gelijk aan- p, zoodat, overeenkomstig (14b), 
aan den rand r = a + h: 

Grr =- .6a+h . p. 
Tengevolge van deze vereenvoudigingen nemen de stabiliteits

vergelijkingen (32) na substitutie van (29) den vorm aan: 
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f ( () sin# a~~ oo~q, ) 
6 (D~ e¡;)= . sin-&(){} + sin# ocp - cotg# a# r

2
dr + 

+ JA~ (S./) r2dr =O (35a) 

~ ( {} ) =! (() sin{} o tj,{} ooq,q, 
, cp - sin{} (){} + sin-& ocp 

+ fA~ (S.f) r•dr =O 
(35b) 

R ( ) ·=f l [()2 
sin{} o&{) 

-&, cp -- sin# (){}2 

o cos{} aq,q, 1r- a ! . ~~¡~sin# A &(S.f) + 
- sin {}(){} -a-- O{}{} - o,¡,q, rdr + ~ · sin DoD 

+ 01 q,~~·f).] r- a + A r (S.f) !rdr- b..a+h . P (a+h)
2 

=O. 
sin cp a (35c) 

b - Splitsing der stabiliteÜsvergeliy"kingen in 11 en 12 (1 =e, tP, R) . 

In de vergelijkingen (35) wordt ·voor de spanningen Omn de gere
duceerde spanning o' mn gesubstitueerd volgens (14a) 

Omn = (1 - . .1) o' mn· 

Indien A nog gesplitst wordt in .1 0, de dilatatie in het punt 
r =a, en .1- .1

0
, gaan de vergelijkingen (35) over in: 

e(-&, cp) = (1 -.do) 8 1 (D, cp) + 82 (-&, cp) ·=o ~ 
tP (D, cp) = (1 - L1 0) tP1 ({}, cp) + tP2 ({}, cp) =O (36) 
R ({}, cp) = (1 - A0) R1 ({}, cp) + R2 (D, cp) =O, 

waarin 

a (31 ) =f (() sin-& o'{}{} + oo' &tf> _ t _u , ) 2d 
\::7

1 
v, cp _ . _u ~-u • _u~ co g-u· o # r r 

s1n·u· o-u· Sln ·u·ocp 

· · ¡ (() sin{} o',¡,& · o o',¡,,¡, , ) 2 

tPt ({}, cp) = sin{} "af- + sin{} ocp + cotg{} o &q, r dr 

l (37) 

1 
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R (fJ, ) =!~ [?J2 s.in Da' tM + 2 ~sin{} a' tJ4> + .(Po' q,q, _ 
1 cp ~ s1n'l? 01P sm2fJ (){}()cp s1n2 f}()cp2 

- . --- a{}{} - a .. u. r r () cos{} a' q,q,] r - a , , ~ d 
sm f} (){} a .,,.,, , 

en 

8 2 ({}, cp) = f [AtJ (S.f) + C{} (A.a')] r2dr 

4)2 (fJ, cp) = f [Aq, (S.f) + Cq, (A.a')] r2dr 

R2 (fJ, cp) = f [A, (S.f) + C, (A.a') ] rdr- 6a+h. p (a+h)2
• + 

+j (()sin f} (A{}. (S.f) +CtJ (A a')) + () (Aq, (S.~ +Cq, (A a')) ] 
s1nfJ C{} s1nfJ ()cp 

r-a 
X-- rdr. 

a 

(37) 

(38) 

De symbolen Ai (S.f) zijn reeds door (30) gedefinieerd; voor 
Ci (A.a') geldt: 

, _ ¡ (() sin-& a'{}{} ()a' {}4> , ) 
C{} (A.a) =- (A- A0) • D (){} + . f} cotgf) a 4>4> + 

Sln Slll ()cp 

().1 , ()A , ~ 
+ (){} 0 

{}{} + sin D ocp 0 {}4> ) 

, _ ~ (() sin{} a' cf>{} ()a' cf>cf>· , ) ~~ (Jg) 
Cq, (A.a) = - ((A- A0) sin{}(){} +sin-& ()cp +cotgO a {}4> + 

()L1 1 ()L1 1 ) 

+ oO 0 cf>{} + sin 19-()cp 0 4>c/> 

e, (L1.~') = (L1- L1o) (a1
{}{} + a'q,q,). 1 

Het product L1 . a' is van dezelfde soort als het product S./, 
immers kan geschreven worden 

a' 
L1 . a' = (GL1) . G (N) S . f. 

Eehoudens de coefficient (1 - L1 0) van den eersten integraalvorm 
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van (36) zijn alle grootheden, welke op den spanningstoestand I 
betrekking hebben, geconcentreerd in 12 (1 = 8, iP, R). De beide 
integraalvormen onderscheiden zich daarom principieel, doordat 11 

termen bevat van de orde van grootte u en 12 termen bevat van 
de orde van grootte u. U. Bij deeling van (36) door (1 - L1 0) . 

worden aan 12 termen van de orde van grootte uU2 toegevoegd. 
Deze termen moeten, omdat zij tot nu toe stelselmatig verwaar
loosd zijn tegenover de grootheden u, ook nu verwaarloosd worden 
tegenover 1v zoodat de stabiliteitsvergelijkingen tenslotte de 
vormen aannemen: 

e (fJ, q;) ==al({}, q;) + 8 2 (fJ, q;) =o 
<P ({}, q;)- <P¡ ({}, q;) + fJ>2 ({}, q;) =o 
R (fJ, q;)- R1 ({}, q;) + R2 (fJ, fP) =O. 

~ (40) 

De verklaring der symbolen geven (37), (38), (39) en (30). Na 
substitutie van (28) en (31) gaan de stabiliteitsvergelijkingen (40) 
over in een drietal simultane differentiaalvergelijkingen in 1p0 , Xo 
en v 0 , welke behalve deze onbekende funkties van {} en q; de be
kende spanningsgrootheden van toestand I bevatten, benevens 
natuurlijk grootheden welke op de wandafmetingen betrekking 
hebben. Deze laatste grootheden komen voor in den vorm vaneen 
getal ", gedefinieerd door 

(41) 

welk getal in verband met de vooronderstelde dunwandigheid, 
zeer klein is teg~nover de eenheid. 

e - De integralen 11 

Door (28) staan de spanningen reeds op bekende wijze in ver
band tot de vervormingen. De vervormingen worden door de 
volgende formules, welke verkregen worden na substitutie van 
{31) in {21 ), uitgedrukt in 1p0, lo en v 0 
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r - a ( v 0 ()
2v 0 ) 

- - r- V o+ cotg {}. (){} + sin2 MJq? 

1" = 0 
fo,. = ¡~, = o 

f"o..L = ( _ 1_ dvJo + sin _o. ()xo) 
v't' Sin{} . ocp V O~ - 1 (42) 

_ ~ (-1- ()2v 0 cotg {} 0v 0) 

r sin {} · o{}ocp - sin {} {)cp 

• _o. 1 Ovo 
m~, =- Slnv X o + -:--{} -s1n cp 

) 

Substitutie van (42) in (28), en daarna van (28) in (37) levert op: 

z~•h 9¡ (t'J, <p) =m ZG 1 ~ (1 + ") [m(~+ cotg D ~) + 

m-1 o2
1p l + - 2- sin2-& oc¡l-- (1 + m cotg2 -&) "P + 

[
m+1 ~ ~¡ ~ + (1 +x) - 2- o-&ocp- (m- 1) cotg{}:¡(p + (m+ 1) oD-

[ (
o3v o2v {)3v cotg {} ()2v)' 

-" m ofP + cotg-& o-&+ sin2 {} o-&{)q?- 2 sin2{} ocp2 -

- (1 + m cotg• t'J) ~1! (43a) 
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1 2G ~ ¡m+ 1 ~21p 3m- 1 cotg 1J ~1pl 
2~2h lf>¡ (1J, cp) m- 1 ~ (1 +") -2- sin~ ~1J~cp +-2- sin 1J i~ + 

+ (1 +x) l m; 1 i sin # fJ +3 cos #}~)+m sin~:~'l'·l + 

· ~v [ ( ~3v cotg 1J ~2v ~3v ) 
:(m+ 1) sin-& ~cp-" m siníJ ~1J2~cp + sin 1J · ~1J~cp + sin31J ~cp3 + 

+(m- l) sin~v~'l'll (43b) 

( 
m ) ~2v ( 4m ) 1 ~2v 

- sin2 1J + 1 ~1}2 + sin21J -m- 1 · sin2 1J ~qr + 

+ (s:• # + m - l) cotg # ~ 1 ~, (43c) 

waarin met 1p, x, en v nu de verplaatsingen bedoeld zijn, die te
voren met 1p0 , Xo en v 0 werden aangeduid. 

d - De integralen 12 

Ai (S.f) zoowel als Ci (L1 a') zijn funkties van r, doordat S 
en f funkties zijn van r. Uit (42) blijkt dat wat betreft f slechts 
j{){}, fcpcp en f1Jcp van r afhankelijk zijn; zij kunnen geschreven wor
den in den vorm 
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1 = k-lr-a, 
r 

waarin k en l van r onafhankelijke grootheden zijn. 

(44) 

Zonder het probleem te specialiseeren, kan niet worden aan
gegeven op welke wijze S van r afhankelijk is. Het is dan ook niet 
wel mogelijk de algemeen geldige uitdrukkingen tot eenvoudiger 
vormen te herleiden. In ieder concreet geval, kan echter zulk een 
vereenvoudiging uit de dan bekende spanningstoestand 1 worden 
verkregen. 



HOOFDSTUK III 

DE STABILITEITSVERGELIJKINGEN BIJ GELIJKMATIG 
VERDEELDEN UITWENDIGEN DRUK 

§ l- DE SPANNINGSTOESTAND I 

Wegens de alzijdige symmetrie zoowel van de belasting als van 
het helaste lichaam verkeeren alle punten van den bolwand, die 
op gelijken afstand tot het middelpunt liggen in gelijken span
ningstoestand, zoodat voor dergelijke punten geldt 

Saa = S4>4> =S. 

Behalve Srr zijn alle andere spanningscomponenten gelijk nul. 
Daar Srr, zooals uit (30a, b, e) blijkt, niet optreedt in de stabili
teitsvergelijkingen, behoeft slechts vastgesteld te worden op welke 
wijze S van r afhankelijk is. 

De symmetrie komt in de verplaatsingen U tot uiting, doordat 
deze verplaatsingen slechts radiaal zijn, terwijl de verplaatsingen 
van punten, op gelijken afstand tot het iniddelpunt gelegen, gelijk 
zijn. Onder invoering van een kinematisch schema zijn in het 
vorige hoofdstuk de, nu te bezigen, stabiliteitsvergelijkingen af
geleid. De spanningstoestand I heeft daarom betrekking op een 
bolwand van de aangegeven kinematische structuur, waarbij alle 
punten van de normaal op het boloppervlak en dus alle punten 
van den bol eenzelfde radiale verplaatsing U ondergaan. 

Volgens (26) is de betrekking tusschen spanning en vervorming, 
indien nog de relatie 

wordt ingevoerd, 

H =m+ 1 G 
m-l 

m+ 1 S = e-2E . S' === 2 . --
1 

G e . e-u , 
m-
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en omdat het maatgetal e voor de specifieke rek bij definitie is 

1 
e = ln 1 - Ufr 

volgt: 

S = 2 : + : G ( ~ - ~ ( ~ r + ... } (45) 

Uit de voorwaarde voor het evenwicht in normaalrichting van 
een wandelement volgt nu bij p als uitwendigen druk per opper
vlakteeenheid 

Sr = _ p (a+ h)
2 [t _ ~ p_ m- 1 (a+ h)

2
• r- al· 

4h 16 G m + 1 ah r 

.De spanning S0 in het middenvlak van den wand is dus 

S = -P (a + h)2 
0 4ah · 

(46) 

Bij de afleiding van de stabiliteitsvergelijkingen werden die 
termen, welke van de orde van grootte uU2 waren, verwaarloosd 
tegenover termen van de orde van grootte u. Daarom kunnen nu 
bij de invoering van de spanningen S volgens (45) de termen die 
in U van den tweeden of hoogeren graad zijn verwaarloosd worden, 
zoodat in de plaats van (45) gesteld mag worden 

S = 2 m + 1 G !! = m + 1 G L1. ( 45a) 
m-1 r m-1 

Uit (45a) blijkt dat de produkten Sr en L1 r voor alle punten 
van den bol een constante waarde hebben, zoodat 

a 
S =S0 -

r 

a 
L1 =L1o - . 

r 

(47a) 

(47b) 

§ 2 - DE STABILITEITSVERGELIJKINGEN EN HAAR RAND
VOORWAARDEN 

a - Opstelling van de stabiliteitsvergelijkingen 
De algemeene uitdrukkingen (30) en (39) vereenvoudigen zich 

in dit bijzonder geval tot: 



Acfo (S.f) =-S (3 s~n-& fo-cfo + . 3/cfocfo + cotg-& fo-cfo + 
s1n-& 3-& s1n-& 3q; 

3Wcp0. ) + ~+wq,r 
(48) 

Ccfo (L1 a') = - (L1 - L1 ) (3 s~n-& a' efoD- + ~a' cfocfo + cotg-& a' O.cfo) 
0 s1n-& 3-& s1n-& ~cp 

C, (Ll e1') -(A- A0) ("' IJIJ + "' Hl· 1 
Substitutie van (47) en (44) in (48) en daarna van (48) in (38) 

geeft aanleiding tot de volgende integralen: 

j Sr2dr = 2a2h S 0 

J Srdr = 2ah S 0 

J Sr (r-a) dr =0 

J S (r- a) dr =- 2ah S0 x (1 + -tx + .... ) 

J 
(r- a)2 

S dr = 2ah S 0 x (1 + tx + .... ) 
a 

j (A- A0) r 2dr =- 2a2h A0 " 

J (A- A0) rdr =O 

1 (A- L1 0) r (r- a) dr =- 2a2h L1 0 x 

J (A- L1
0
) (r- a) dr =- 2ah L1 0 " (1 + Jx + ... . ) 

1 
(r- a)2 

(L1- L1
0
) dr = 2ah L1 0 " (tx + ... ). 

. a 

(49) 
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Zooals reeds in het vorige hoofdstuk werd opgemerkt is de 
integraalvorm 12 (11, q;) van de orde van grootte u U en zijn zijn 
afzonderlijke termen dan ook klein van de orde U tegenover de 
afzonderlijke termen van den integraalvorm 11 (11, q;), die van de 
orde van grootte u is. Verder is de grootheid " wegens de dun
wandigheid een zeer klein getal. Een en ander is aanleiding het 
produkt uUx in de stabiliteitsvergelijkingen (40) te verwaarloozen 
tegenover de overige grootheden, zoodat. " slechts in het produkt 
ux optreedt. 

Hierna blijven van de integralen (49) slechts de eerste twee 
onverwaarloosd, zoodat (38) overgaat in 

1 - (e sin{} ka-o. ekpO. ()wo.q, ) 
2 2h @2 ({}, q;)= -So . {) (){} + . {}e cotg{} k~q,+-;--{}~ -w,& a Sin • Sln cp Sln ocp 

(50a) 

1 ( ()ro,o. ()ro,~ t .<l. ) 

2ah R 2 ( {}, g;) =- - S 0 - ka.& - kq,q, + (){}> +sin{} ()q; + co g-v· Wr& -

(a+ h)2 

- 6a+h p . 2ah . 

Door gebruik te maken van (46) kan met inachtname van (44) 
voor den laatsten term geschreven worden 

(a + h)2 

- 6a+h . P 2ah = 250 (/o-o- + f~q,)a+h = 

h 
= 250 {(ka-o. + kq,q,) -a + h (l&o. + lq,~) }-

h
. . h 

Omdat het product uUx verwaarloosd wordt, kan 1enn a+ h nog 

vervangen worden door .!!:_. Hierna volgt: 
a 
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Substitutie van k, l en ro volgens (44) en (42) geeft 

1 (~ti' ~VJ 1 32x ~) ) 
2a2h @2 (D, cp)-=-So ::¡#2 + cotg D ~D- sin2if VJ+~D~cp + 2~-8 (51 a 

Uit de samenvoeging volgens (40) van de uitdrukkingen (43) 
en (51) ontstaan de stabiliteitsvergelijkingen. 

h - Transformatie van de stabiliteitsvergelijkingen 

De vergelijkingen (40a, b), samengesteld uit (43a, b) en (5la, b) 
worden gedeeld door 

2G 
m -1 (l + ")· 

Bij deeling van (5la, b) door (1 + ") ontstaan in het quotient 
termen van de orde uUx, welke reeds hiervoor in verband met de 
geringe grootte van U en x werden verwaarloosd, zoodat 

1 
1 + "e2 (D, cp) m e2 ({}, cp) 

1 
1 + "$2 (D, cp) (/) $2 (D, cpJ. 

Bij deeling van de funkties (43a, b) door (1 + ") wordt " als coef
ficient van 1p en x verdreven; echter worden aan de gedeelten, die 
<>p v betrekking hebben, zekere termen toegevoegd, n.l. 

onder 8 1 (D, cp) : 
~V 

(m + 1) ~ (- x + "2 _ .... ) + 
+ ( x2 - ,.a + .... ) [ funktie ( v) J, 
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()v 
onder c!J1 ({}, q;) : (m+ 1) . {} -a (- "+"2- ... ) + 

Sln q> 

+ ("2
- "

3+ ... ) [funktie (v) ]. 

Daar J.: bij den dunnen wand steeds een zeer klein getal is, is 
("

2
- " 3 + .... ) verwaarloosbaar tegenover " ' en geeft dus de 

deeling door (1 + ") onder el ({}, q;) als nieuwen term 

()v ~ 
- " (m + 1) ~en onder c!J1 ({}, q;) den term- " (m+ 1) sin# acp · 

Ten slotte word n de stabiliteitsvergelijkingen nog in iets over-· 
zichtelijker vorm verkregen, indien de veranderlijke D vervangen 
wordt door 

z = cos {}. (52) 

2G 
Het resultaat van de deeling door m_ 1 (1 + ") en de trans-

formatie (52) is 

e (z, 'P) = (m + c) [(!-z2
) ~- 2z ~ -¡ ~z• 'P] + 

+m - 1 (2 + _ 1_ -a21p) _. 11 -z2[ m+l + 2c -a
2x + 

2 1p 1 - z2 "3 r . ·v 2 -az i} q; 

+ (m - 1) _ z_ ~x] +y 1 - z2[ - (m+ 1 + 2c) :v -
1 - z2 -a q; uZ 

- "m ~ (1 - z2) -aav + 4z a2v - _1_ ~(av + ~ v) l] =o (53a} l a~ ~2 1-~ ar ~ t -~ ~ 

m+ 1 + 2c ( o21p z -a1p) _z_ o'ljJ 
(_f) (z, q>) = 2 - azaq; + 1 - z2 oq; + (m - 1) 1 - Z2 aq; + 

- r m - 1 ~ -a2x ox ~ 1 o2
X] 

+ v 1 - z2 L- 2- l (t - z2) az2 - 4z a-z ~ + (m+c) 1 _ z2 aq;2 + 

} [ a V ~ a3v o2
V , 

+ ·v i - z2 (m+ l + 2c) oq;- "m l (1 - z2) az2aq;- 2z azaq; + 

(53b) 
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R (z, <p) _,YI-z' [-(m+l+2c) -(tz + 1 ~z•'~') + 

· + "m ~- ( 1 - z2) ~3"P + 5z ~2"P + 2 ~"P + ~ 1p + l ~z 3 ~z2 ~z 1 - z2 

. + _1_ (t + ~)(- ~"P + _z_ tp)~] ·- [(m+ 1 + 2e) ~_!-
1 - z2 ~r ~z 1 - z2 ~ ~'P · 

~ ~3x ~2x ~x 1 ~3 x ~] 
-"m l (1 - z2) ~z2~q;- 2z ~z~q; + 2 ~e{; + 1 - z2 ~q;3 ~ -

+e 1-- - (1- z2)- +2z - -2v---- =Ü, ( 2h) ~ ~2V . ~V 1 ~2 V~ 
a ~z2 ~z 1 - z2 ~q;2 

waarin de dimensielooze grootheid e gedefinieerd is door 

5 0 m-1 
e =-e --2-. 

e - De voorwaarden, waaraan de oplossing moet voldoen 

(53e) 

(54) 

De polen onderscheiden zich in mechanisch opzicht niet vaneen 
willekeurig punt van den bólwand, zoodat de verplaatsingen in 
de omgeving der polen eveneens analytisch moeten zijn. 

De funkties tp, x en v, die aan (53a, b, e) voldoen, zijn in het 
algemeen funkties van q;. In het hier beschouwde geval moet 
echter worden voldaan aan de voorwaarde dat bij iedere waarde 
van q; deze funkties de componenten van één en dezelfde verplaat
sing geven. 

Wordt de verplaatsing in zulk een pool ontbonden in een com
ponente v normaal op het bolvlak en een componente A in het 
bolvlak, dan volgt voor de verplaatsingscomponente v de voor-
waarde 

{} =0, 1} =n : v (q;) = constant, 
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of deze randvoorwaarde homogeen in de verplaatsingen forrnu~ 
leerend 

1J. = 0, {} = n: dv (qJ) _O 
dqJ - . (55a) 

De verplaatsing A moge gericht zijn volgens het meridiaanvlak 
qJ = (/Jo (fig. 6). De componente in de richting van de meridiaan qJ 

is dan 

en de componente loodrecht op de meridiaan, dus langs de parallel
cirkel in de pool (lim {) = 0), is 

sin{) x (qJ) =A sin {qJ0 - qJ) . . 

SINJX(<P) 

A 

Fig. 6. 

Door beurtelings de eerste en de tweede vergelijking te differen
tieeren naar qJ, en deze gedifferentieerde vergelijking te combi
neeren met de andere, kunnen A en (/Jo geelimineerd worden, zoodat 
homogene vergelijkingen in tp en x overblijven 

{) = 0, {} =n: "P (qJ) +sin{} dx (qJ) =O 
dqJ 

d~~qJ)- sin{) X (qJ) =O. 

(55b) 

(55c) 

Worden de coordinaten 1J en q; opgevat als orthogonale recht
lijnige coordinaten dan wordt het boloppervlak op dit co6rdinaten
vlak .-2 maal afgebeeld, omdat het punt ({}, qJ) van het bolvlak 
correspondeert met alle punten (-& + 2nm, qJ + 2nn) van het af
beeldingsvlak, waarbij m en: n geheel zijn. De funkties tp, X en v 
hebben dus ook in beide veranderlijken de periode 2n. 
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tp (1f + 2nm, cp + 2nn) = 1p (1f, cp) 

x (íJ + 2nm, cp + 2nn) -X (1f, cp) 

v (1f + 2nm, cp + 2nn) _ v (íJ, cp) 
1 (56) 

In ieder gebied met de lengteafmeting 2n langs de 1f-as en 2n 
langs de ep-as wordt ieder punt van het boloppervlak tweemaal 
afgebeeld. De funkties tp, x en v van 1} en cp bezitten dus behalve 
de periodiciteit (56) nog een andere symmetrie-eigenschap. De 
coordinaten 1f1 en cp1 gedefinieerd door 

l (57a) 

hebben betrekking op hetzelfde punt als de coordinaten {} en cp. 
Terwijl de richtingen door het beschouwde punt, die bepaald zijn 
door positieve veranderingen van cp en cp11 samenvallen, zijn de 
richtingen, die door positieve veranderingen van 1} en 1}1 bepaald 
zijn, tegengesteld, zoodat 

'lJl (1fv q;¡) -· - tp (1f, tp) 

X (1fv cp¡) = X (ff, cp) 

V (1f¡, cp1) V (1f, cp) 

; (57b) 

De vergelijkingen worden echter, inplaats van op de verander
lijke 1f, betrokken op de veranderlijke z, die door (52) wordt ge
definieerd. Voor z komen nu nog slechts de waarden + 1 > z > - 1 
in aanmerking. Het boloppervlak, afgebeeld op het z-q;-vlak, dat 
z en cp tot orthogonale rechtlijnige coordinaten heeft, beslaat nu 
een strook, die in z-richting begrensd is, n.l. de lengte 2 bezit, en 
zich in q;-richting tot in het oneindige uitstrekt. Het punt (z, cp) 
herhaalt zich in deze afbeelding oneindigvoudig in de punten 
(z, cp + 2nn). De voorwaarden (56) blijven dan ook alleen in dezen 
vorm van kracht wat betreft de periodiciteit in cp. 

tp (z, cp + 2nn) = tp (z, cp) 

x (z, cp + 2nn) = x (z, cp) 
v (z, cp + 2nn) _ v (z, cp) 

. ~ (56a) 

Omdat bij gegeven waarde van z niet bepaald is welke der groot
heden 1} + 2nm of 2n -1} in het bijzonder bedoeld is, kunnen de 

4 
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oorwaarde (56) voorzoover zij op ff betrekking heeft, en de voor
waarde (57) niet zond r m er op z worden overgedragen. Daarom 
zal, bij het invoer n van d voorwaarden (56) en (57), de verkregen 
uitkomst worden t ruggeschr ven in {}. 

§ - ALG MEE ME K AN DE OPLOSSING 

e stabiliteit verg Iijking n (53) en de voorwaarden (55), (56) 
n (57), waaraan haar opio ing n moeten voldoen, zijn in de on

kenden 'lfJ, x en v homogeen. ij eike waarde van den belastenden 
druk p, dus bij iedere waarde van e, voldoet daarom de triviale 
oplo sing 

"P =X =V =O. 

1 chts bij z er bepaalde waard n van e, de eigenwaarden van 
het proble m, bestaan van nul verschillende oplossingen, de eigen
funkties . eze opio singen zijn, omdat de vergelijkingen homogeen 
zijn, bepaald op een constante factor na. Juist in deze onbepaald
heid van de absolute grootte der vervormingen ligt het eigen
soortige van den elastischen-kniktoestand. 

De kleinste eigenwaarde van de stabiliteitsvergelijkingen be
paalt de grens beneden welke geen knik mogelijk is. Het stabili
teitsprobleem stelt dan ook in het bijzonder de vraag naar de 
kleinste eigenwaarde, die zich uit het geheele systeem van eigen
waarden laat berekenen, nadat dit laatste door het systeem van 
eigenfunkties bepaald is . Het zoeken van de oplossing begint 
daarom met de bepaling van de eigenfunkties . 

In deze § zal worderi besproken, welke algemeene eigenschappen 
van de eigenfunkties, wat betreft haar afhankelijkheid van z en cp, 
onmiddellijk uit den vorm der differentiaalvergelijkingen (53) 
kunnen worden afgeleid. Van beteekenis voor dit onderzoek is de 
wijze waarop van ieder der funkties 1p, X en v de differentiaal
quotienten naar z en cp in de stabilit eitsvergelijkingen voorkomen. 

V olgens de orde van de afgeleiden der verplaa tsingen naar cp 
kunnen alle differentiaalquotienten worden geteld. Het over
zicht wordt vergemakkelijkt door het resultaat van deze telling 
in tabelvorm samen te vatten: 
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1 
1p 

1 X 1 
V 

e 0;2 1 
1 0;2 

(]> 1 0;2 1 ; 3 

R 0;2 1 ; 3 0;2;4 

Deze tabel heeft in haar rijen betrekking op de 3 differentiaal
vergelijkingen (53, a, b, e); ieder der kolommen heeft betrekking 
op één der verplaatsingscomponenten. De getallen in de rij van 
de differentiaalvergelijking I en in de kolom van de verplaatsing u 
geven aan van welke orden de differentiaalquotienten naar <p zijn, 
die de differentiaalvergelijking I in de verplaatsing u bevat. 

Uit dit schema blijkt dat de orden der differentiaalquotienten 
naar <p vaneen bepaalde verplaatsing in een bepaalde differentiaal
vergelijking steeds even bedragen verschillen; terwijl verder, in
dien x als differentiaalquotient van oneven orde voorkomt, 1p en v 
daarentegen als differentiaalquotienten van even orde optreden, 
en omgekeerd. 

Langs een parallelcirkel moeten de funkties 1p, x en v volgens 
(56) in <p de periode 2n bezitten, zoodat zij in FouRIER-reeksen 
volgens veelvouden van q; ontwikkelbaar moeten zijn. Langs 
iederen parallelcirkel zijn deze funkties op die wijze ontwikkel
baar; echter behoort bij iederen parallelcirkel in het algemeen 
een ander stel coefficienten van de FouR ER-reeks. Deze coeffi
cienten zijn daarom funkties van z. De oplossing moet dan van 
den vorm zijn: 

1p (z, q;) = 1:. [a k (z) cos kq; + bk (z) sin kq;] 

k=o 

1 
x (z, q;) = 1:. [e k (z) cos kq; + dk (z) sin kq;] (58) 

k= o 

v (z, q;) = I:. [ek (z) cos kq; + /k (z) sin kq; ]. 
k= o / 
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Substitutie van (58) in (53) geeft, zooals volgt uit de bovenstaande 
beschouwingen over de wijze van voorkomen der differentiaal
quotienten naar q;, 

e (z, q;) =E [D~ (k, ak (z), dk (z), ek (z)) cos kq; + 
k = o 

+ D~ (k, bk (z),- Ck (z), /k (z)) sin kq;] =O 

«P (z, q;) = E [ D<f> (k, a k (z), dk (z), e k (z)) sin kq; + 
k = o + D<f> (k,- bk (z), Ck (z),- /k (z)) cos kcp] =O 

R (z, q;) :::::: E [D,. (k, ak (z), dk (z), ek (z)) cos kcp + 
k = o + D,. (k, bk (z),- Ck (z), /k (z)) sin kcp] =O, 

waarin D~, D<f> en D,. bepaalde differentiaaloperatoren van z zijn, 
en waaraan alleen voldaan wordt, indien voor iedere waarde van 
k geldt: 

D~ (k, ak (z), dk (z), ek (z)) =O 

D<f> (k, ak (z), dk (z), ek (z)) =Ü 

D,. (k, ak (z), dk (z), ek (z)) =O 

D{} (k, bk (z), - Ck (z), /k (z)) =O 

D<f> (k,- bk (z) , Ck (z), -/k (z)) =O 
D,. (k, bk (z, -Ck (z , /k (z)) =0. 

~ (59a) 

~ (59b) 

De funkties a k (z), dk (z) en e k (z) welke de algemeene oplossing 
vormen van de simultane homogene vergelijkingen (59a) zullen 
tevens de algemeene oplossing van (59b) geven, op zoodanige 
wijze dat 

bk (z) = 1 ak (z) 

Ck (z) = - l dk (z) 

/k (z) = l ek (z), 

waarin l een willekeurige constante is. 
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De in q; met 2n periodieke oplossing van (53) is daarom 

VJ (z, q;) =}: ak (z) (cos kq; + l sin kq;) = 
k =O 

=}: "Pk (z) cos k (q;- ak) 
k=O 

x (z, q;) = }: dk (z) (sin kq;- l cos kq;) = 
k=o (60) 

=l: Xk(z) sin k (q;- ak) 
k =O 

v (z, q;) =k ek (z) (cos kq; + ¡sin kq;) = 

k=o 

= k V k (z) cos k ( q; - ák) 

k = o 

waarin ak een willekeurige hoek is. 

Ter bepaling van de funkties ?Jlk (z), Xk (z) en V k (z) dienen de 
homogene differentiaalvergelijkingen 

D{} (k, 1pk (zJ, X k (z), V k (z)) =O 

D4> (k, 'ljJk (z), Xk (z), Vk (z)) =O 

Dr (k, 'tjJk (z), Xk (z), Vk (z)) =O 

die deze funkties tot op een constante factor bepalen. 

~ (61) 

Substitutie van (60), waarin nu z door cos 1J vervangen is, in de 
voorwaarden (55), (56) en (57) geeft, omdat deze voorwaarden 
lineair zijn in 1p, x en v steeds aanleiding tot vergelijkingen van den 
vorm 

k [Fk (1J) cos k (q;- ak) + Gk (1J) sin k (q;- ak)] =O, 
k=O 



54 

waaraan alleen voldaan wordt, indien voor iederf k Fk (~) en Gk (~) 
gelijk nul zijn. De voorwaarden, waaraan de volledige oplossing, 
dus gesommeerd over k, moet voldoen, gelden dan ook voor ieder 
stel afzonderlijke funkties "Pk (ff), Xk {ff) en Vk (&) 1), bf "Pk (z), 
X k (z) en V k (z). 

De drie vergelijkingen (61) met de voorwaarden, waaraan hun 
oplossing voldoen moet, die voor een bepaalde waarde van k gel
den, hebben zekere eigenfunkties en bijbehoorende eigenwaarden c. 
Ieder van deze eigenfunkties vertegenwoordigt een mogelijken 
knikvorm. Een knikvorm kan uit meerdere eigenfunkties, welke 
bij verschillende waarden van k behooren, zijn samengesteld, 
indien slechts de bij deze eigenfunkties behoorende eigenwaarden 
dezelfde zijn. Het is echter uitgesloten dat er oplossingen van den 
vorm (60) zouden bestaan, welke niet uit deze eigenfunkties zouden 
zijn samengesteld, omdat de voorwaarden (55), (56) en (57), welke 
noodzakelijk aan de algemeene oplossing (60) gesteld zijn, even 
noodzakelijk gesteld worden aan ieder der afzonderlijke samen
stellende funkties. Het volledig systeem van eigenfunkties wordt 
daarom gevormd door 

'Pk (z, g;) = 'Pk (z) cos k (g;- ak) 

Xk (z, g;) = Xk (z) sin k (g;- ak) 

Vk (z, g;) = Vk (z) cos k (g;- ak). 

k =O, 1, 2 .... ~ (62) 

Om een inzicht te verkrijgen in het karakter der funkties 

1pk (z), X k (z) en Vk (z) 

verdient het aanbeveling terug te keeren tot de veranderlijke 11, 
waarbij de periodiciteitsvoorwaarden (56) en (57) tot het trekken 
van zekere conclusies in staat stellen. 

Geschreven als funkties van 1f en g; zijn de eigenfunkties 

1pk (11, g;) = 1pk (11) cos k (g;- ak) 

Xk (~, g;) = Xk (11) sin k (g;- ak) 

Vk (11, cp) = Vk ('&) COS k (g;- ak) 

k =O, 1, 2 .... ~ (62a) 1
) 

l) Het funktieteeken 'Pk· V k, X k heeft hier niet dezelfde beteekenis als 
in (60). 
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Uit de periodiciteitsvoorwaarde (56) volgt, dat langs iedere 
meridiaan de funkties (62a) ontwikkelbaar mo t n zijn in ou
RIER-reeksen van het type 

Uk (iJ) = 1:. (akm cos m{)+ bkm sin m{)), 
m= o 

of anders geschreven 

Uk (iJ) = 1:. Ckm COS m{) + sin {} 1:. dkm COS m{}. 

tn = O tn= o 

De uitdrukkingen (62a) gaan dan ov r in 

'Pk (1'}, rp) =~ ~ Akm cos ml'}+sin 1'} t.Bkm cos "'ii~ cos k (rp-ak) 

Xk (6, rp) =~t. CkmCOS '""+sin 6t.Dkm cos '"#~ sin k (rp-ak) (63) 

V k ( 6, rp) =~t. E km e os "'ií+sin 6 f F km e os "'ii ~ e os k ( rp-ak) · 

Substitutie van (63) in (57b) geeft, indien tevens {}1 en cp1 met 
behulp van (57 a) geelimineerd worden: 

1f. Akm~os '""-sin 1'1 ~ B km:S "'ii ~ (-l)k cos k (rp - ak) = 1 
= -~ ~ Akm cos "'*+sin 1'1 f B km cos "'ii ~ cos k (rp- ak) 

' (64) 

~ ~ Ckm cos "'ii -sin 1'1 t Dkm cos "'ii; (-1 )k sin k (rp- ak) - ' 

- 1t Ckm cos "'*+sin 1'1 t Dkm cos "'ii; sin k (rp- ak) 
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~~ EkmCOS m,'}-sin * ~ FkmCOS "'*~ (-J)k cos k (cp- ak) = 

- ~~o E km cos "'!}+sin * ~ F km cos '"1') ~ cos k ( cp- 4k). 

Indien k = 2n kan aan (64) alleen voldaan worden bij 

Akm =Dkm =Fkm =0, 

en indien k = 2n + 1 volgt uit (64) 

Bkm =Ckm = Ekm =0. 

(64) 

In verband hiermee volgt uit (63) onder wederinvoering van de 
veranderlijke z: · 

k =2n: 'Pk (z) = y1- z2 X machtreeks in z 

Xk (z) = machtreeks in z 

m a eh treeks in z 

k = 2n + 1 : 'f/Jk (z) = machtreeks in z 

(65a) 

Xk (z) =V 1 - z2 X machtreeks in z (65b) 

Vk (z) = yl - z2 X machtreeks in z. 

Indien de machtreeksen in z, uit welke de funkties 'f/Jk (z), Xk (z) 
en Vk (z) kunnen worden samengesteld, veeltermen zijn resp. van 
den graad p, q, r en met de coefficienten A, B, C, kan worden aan
gegeven welk verband bestaat tusschen de graadgetallen p, q en r. 

Voor de beschouwingen, met behulp waarvan dit verband wordt 
vastgesteld, is in het bijzonder van beteekenis van welken graad 
de bijdrage is, die ieder der funkties 1p, X en v in ieder der differen
tiaalvergelijkingen levert. Deze graad wordt bepaald door de orde 
van de differentiaaloperatoren die voorkomen, en verder door 
den graad van de funktie van z, met welke de differentiaaloperator 
als produkt optreedt. In het volgende schema wordt de graad van 
iedere groep van differentiaalquotienten, betrekking hebbend op 
eenzelfde funktie 1p, x of v, gekarakteriseerd door dezen te verge-
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lijken met den graad van de verplaatsing, waarop die groep be
trekking heeft: b.v. wordt met 

yl-z2 

--'-----.X 
z 

in de lste rij van onderstaand schema bedoeld, dat, indien de 
x-groep uit de differentiaalvergelijking (61a) en x beide uitge
schreven worden volgens afdalende machten van z, de eerste term 
van de x-groep, behoudens zijn coefficient, gelijk is aan 

yl-z2 
X de eerste term van X· 

z 

D~ (z) 1p v't - z2 
·X 

v'1 - z2 
.V 

1 z z 
Drfo (z) - 1p 1 z y1 - z2. X .v 

Dr (z) v't - z2 y1 - z2 

·"P X V 
z 

Na substitutie van de uit veeJtermen samengestelde oplossing 
wordt ieder der drie funkties 1p, X en v in de drie differentiaal
vergelijkingen door veeltermen vertegenwoordigd, waarvan de 
graadgetallen op de volgende wijze met p, q en r samenhangen. 

k =2n: 

D~ (z) y1- z2 ApzP y1 - z2 Bqzq-1 y1 - z2 Crzr-1 

Drp (z) 
1 1 2 1 

yl- z2 ApzP+1 V Bqzq+ Crzr 
· 1 -z2 y1- z2 

D, (z) ApzP+1 Bqzq Crzr 

k= 2n + 1: 

D~ (z) ApzP Bqzq+1 Crzr+1 

Drp (z) ApzP-1 Bqzq+ 2 Crzr 

D, (z) y1 - z2. ApzP-1 yl - z2. Bqzq v 1 - z2 . e rzr 

Indien op deze wijze (61) tot oplossing kan worden gebracht, 
moet het resultaat van de substitutie der veeltermen in (61) iden-
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tiek nul zijn, zoodat ook de coefficient, die behoort bij den term 
van den hoogsten graad, nul moet zijn, Opdat deze voorwaarde 
niet onmiddellijk beteekenen zal dat A p, Bq of C, gelijk is aan 
nul, zal deze coefficient tenminste twee der grootheden Ap, Bq 
en e, moeten bevatten. 

Opdat Bq =f O zij, mag, in het geval van even k blijkens de 
tweede rij van het desbetreffend schema, de exponent q + 2 van z 
niet grooter zijn dan de grootste der exponenten p + 1 en r. Hier
uit volgt dat q- 1 steeds kleiner is dan p- 1 en r- 2. Dan moet 
volgens de eerste rij en ook volgens de 3de rij van het schema, 
daar B q niet optreedt in de coefficient van de hoogste macht 
van z: 

p =r-1. 

En daar q + 2 ten hoogste gelijk is aan r kan algemeen geschreven 
worden 

q =r-2. 

Op overeenkomstige wijze geeft het schema voor 

k = 2n + 1 : p = r + 1 , q = r - 2. 

Hierna gaat (65) over in: 

r-1 

k =2n 1pk (z) = Vl - z2 I:, At zt 
t = o 

r-2 

Xk (z) I:, Btzt 
t=o 

1' 

Vk (z) I:, Ctzt 
t=o 

r+l 

k= 2n + 1 1pk (z) = I:, Atzt 

t=o 

r-2 

Xk (z) = V 1 - z2 I:, Be zt 
t=o 

(66a) 

(66b) 
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1' 

V k (z) = V 1 - z2 k Ct zt 
t = O 

~ (66b) 

Tenslotte kan nog in het algemeen worden opgemerkt, dat 
blijkens (53) de graad van de afzonderlijke termen van eenzelfde 
differentiaalvergelijking, wat betreft z, steeds even bedragen ver
schilt. Hieruit volgt een verdere conclusie ten opzichte van de 
wijze, waarop de oplossing van z afhankelijk is. 

Substitutie van (66) in (61) levert veeltermen op, waarvan de 
coefficienten homogeen zijn in A, B en C. De voorwaarde, dat 
deze veeltermen identiek nul zijn, legt een verband tusschen die 
coefficienten A, B en C, welke gezamenlijk de coefficient van e en 
term van den veelterm vormen. Door de genoemde eigenschap 
van de differentiaalvergelijkingen zullen de coefficienten At, enz. 
slechts met coefficienten At+ 2n, enz. gecombineerd voorkomen, 
zoodat de differentiaalvergelijkingen alleen de relatie leggen tus
schen de coefficienten welker t's even bedragen verschillen. Hieruit 
volgt dat de veeltermen of machtreeksen, uit welke de oplossing 
is samengesteld, óf slechts even, óf slechts oneven machten van z 
zullen bevatten. 

t = 2s of t = 2s + l. (67) 

De homogene lineaire vergelijkingen in A,B,C, welke verkregen 
worden uit de gelijk nul gestelde coefficienten van de drie veel
termen, die door substitutie van (66) in (61) ontstaan, zijn recursie
vergelijkingen, welke principieel in staat stellen de coefficienten 
achtereenvolgens te berekenen. Hierbij doen zich echter de moeilijk
heden gevoelen, dat 1 o de recursiebetrekkingen gecompliceerd zijn, 
2o het aantal recursievergelijkingen dat van het aantal onbekende 
coefficienten overtreft. Daar voor een van nul verschillende op
lossing vereischt is, dat het aantal onafhankelijke recursieverge
lijkingen gelijk is aan het aantal der onbekenden moet één van 
tweeen het geval zijn: a) de oplossing kan gegeven worden door 
middel van veeltermen, omdat het systeem van recursiebetrekkin
gen een voldoend aantal afhankelijke vergelijkingen bevat; b) de 
oplossing kan niet gegeven worden met veeltermen, doch moet 
met machtreeksen verkregen worden. 
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In verband met de onoverzichtelijkheid der recursiebetrekkingen 
wordt r van afgezien hen op afhankelijkheid te onderzoeken. In 
het volgende hoofdstuk zal, onder gebruikmaking van de resul
taten, die in deze § gewonnen werden, op geheel andere wijze de 
mogelijkheid van oplossing der differentiaalvergelijkingen worden 
bezien. 



HOOFDSTUK IV 

KNIKVORMEN, VERWANT AAN DE REGELMATIGE 
VEELVLAKKEN 

§ l- DE BETEEKENIS VAN DE REGELMATIGE VEELVLAKKEN 

VOOR HET KNIKPROBLEEM 

In hoofdstuk III, § 4 konden reeds eenige opmerkingen gemaakt 
worden over den vorm, dien de oplossing der differentiaalverge
lijkingen zal kunnen bezitten. Deze opmerkingen werden aan de 
hand gedaan door beschouwingen over den bouw van de differen
tiaalvergelijkingen. Hoewel de methode, die tenslotte de algemeene 
oplossing van het probleem zal leveren, eveneens slechts van 
analytische hulpmiddelen gebruik maakt, werd zij eerst ont
wikkeld nadat een eigenschap, welke achteraf bleek algemeene 
geldigheid te bezitten, geconstateerd werd aan enkele speciale 
knikvormen, die uit overwegingen van geometrisch karakter wer
den afgeleid. De bespreking van deze knikvormen gaat aan die 
der algemeene oplossingsmethode vooraf. 

Door ZoELL Y en ScHWERIN is e en systeem van axiaal symme
trische knikvormen aangegeven. Deze knikvormen zijn hierdoor 
gekenmerkt, dat zij rotatorisch symmetrisch zijn en dus één enkele 
symmetrie-as bezitten. N aast deze knikvormen laten zich andere 
denken, die meerdere symmetrie-assen hebben. Daar zoowel ten 
opzichte van den bolwand in onuitgeknikten toestand, als ten op
zichte van het belastend krachtenveld alle richtingen gelijkwaardig 
zijn, kunnen onder a1le mogelijke knikvormen ook zulke verwacht 
worden, waarbij meerdere symmetrie-asen optreden, die regel
matig ten opzichte van elkaar gegroepeerd zijn. 

In verband hiermee ligt het voor de hand te onderzoeken of 
knikvormen mogelijk zijn, waarbij de vlakken van symmetrie in 
aantal en stand overeenkomen met de symmetrievlakken der 
regelmatige veelvlakken. Zulke knikvormen zullen den bolwand 
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doen overgaan in een lichaam, dat vergeleken met den bol zóó
danig uitbuilingen en indeukingen vertoont, dat punten met 
maximale uitbuiling gelegen zijn in de hoekpunten van het be
treffende regelmatig veelvlak, terwijl de punten met maximale 
indeuking gevonden worden in de punten, die correspondeeren 
met de zwaartepunten der zijvlakken van dit zelfde veelvlak. 

In onderstaande tabel zijn betreffende de polyeders de gegevens 
vereenigd, welke op dit oogenblik van belang zijn. 

Regelmatige Aantal Aantal 
veelvlakken hoekpunten zijvlakken 

viervlak 4 4 
zesvlak 8 6 
achtvlak 6 8 
twaalfvlak 20 12 
twintigvlak ·12 20 

De lrnikvormen, die kunnen worden afgeleid uit reciproke veel
vlakken (het zesvlak en het achtvlak, resp. het twaalfvlak en het 
twint igvlak) zijn identiek. Immers is de absolute waarde van de 
verplaatsingen voor het knikprobleem niet essentieel, zoodat b.v. 
het 8-tal indeukingen bij knik volgens het achtvlak door vermenig
vuldiging van de verplaatsingen met een negatief getal wordt 
veranderd in een 8-tal uitbuilingen, dat met den knikvorm volgens 
het zesvlak overeenkomt. 

Uit de veelvlakken laten zich dus slechts 3 verschillende knik
vormen, of eventueel 3 groepen van knikvormen ontwikkelen. 
In de volgende §§ vinden deze gevallen afzonderlijke behandeling. 

§ 2- METHODE VOOR DE BEPALING DER POLYEDRISCHE VER

VORMINGEN 

a - Algemeene symmetrievoorwaarden 
De verplaatsingen van de punten van den bolwand zullen op 

de minst gecompliceerde wijze analytisch beschreven kunnen wor
den, indien het bijbehoorende veelvlak zoodanig in het coordi-
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natensysteem XY Z (fig. 7) is geplaatst, dat d coórdinaatvlakken 
samenvallen met symmetrie- of antisymmetri vlakk n. T n op
zichte van het punt waar de Z-as het bolop rvlak nijdt bezit 
het. polyedrisch oppervlak dan een zekere symm trie, w lke aan
wijzingen geeft over de manier, waarop d v rplaat ing n van de 
punten op een parallelcirkel afhankelijk zijn van q;. 

De verplaatsingen u worden met XY Z als uitgang -coórdinaten
systeem beschreven door de coórdinat n {} n q; m t de verge
lijkingen 

u =u (ff, cp) u = 1p, x, v. (68) 

Het punt Z, waar de Z-as het boloppervlak snijdt, herhaalt 
zich in andere punten van den bol, zoodat uit deze punten de ver
vormde bolwand onder volkomen hetzelfde beeld gezien wordt 
als uit Z. Een coórdinatenstelsel X1 Y1Z1 , waarvan de Z1-as het 
boloppervlak in Z1 snijdt, en dat een gelijke orienteering ten op
zichte van het veelvlak bezit als XYZ, is volkomen met dit laatste 
systeem gelijkwaardig. De verplaatsingen U¡ ten opzichte van dit 
nieuwe coórdinatensysteem worden daarom in de bijbehoorende 
coórdinaten {}1 en q;1 gegeven door 

u1 = u1 (íJ11 q;1) =:: u (ffv q;1) U¡ = 1p1, Xv v11 (69) 

waarin wegens de gelijkwaardigheid der beide systemen u hetzelfde 
funktieteeken is als in (68). 
· De onderlinge stand van de systemen XYZ en X1 Y1Z1 is bekend, 

zoodat de transformatieformules 

{}1 = ff¡ (ff, cp) 

(/)¡ = (/)¡ ({}, cp) 

bepaald kunnen worden. 

~ (70) 

Invoering van (70) in (69) geeft, den eisch van gelijkwaardigheid 
der beide coórdinatensystemen nog buiten beschouwing latend, 

(71) 

waarmede de verplaatsingen u1 als funktie van {} en cp gegeven 
worden. 

Tusschen de verplaa tsingen u en u1 bestaan betrekkingen van 
geometrischen aard, die uit (70) kunnen worden afgeleid, en op 
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welker bijzonderen vorm in enkele gevallen nader zal worden in
gegaan. Algemeen kan geschreven worden 

(72) 

Nadat (68) in het tweede lid van (72) geubstitueerd is volgt U¡ 

als funktie van {} en <p, zoodat uit de gegeven funktie (68) de ge
transformeerde u1 (1?11<p1) volgt. De bijzondere voorwaarde welke 
nu aan de funktie u gesteld word t door de gelijkwaardigheid der 
beide systemen is, dat het funktieteeken u1 identiek is met u, zooals 
reeds door (69) is uitgedrukt 

u ['IJ' (1?, <p), X (D, <p), V({}, <p)] =u [19-1 ({}, <p), </)1 ({}, <p)] (73) 
U = 1p, X, V. 

Indien de funkties u aan de voorwaarden (73) voldoen, bezitten 
zij alle symmetrie-eigenschappen van de veelvlakken. Immers kan 
door een rotatie, gelijk aan die, welke het systeem XYZ in den 
stand X1Y1Z1 bracht, het systeem X1Y1Z1 op zijn beurt tot dek
king gebracht worden met een systeem X 2Y2Z 2, van waaruit de 
verplaatsingen op gelijke wijze worden gezien. Achtereenvolgens 
worden zoo alle in aanmerking komende standen van het coor
dinatensysteem verkregen. 

Waar de transformatie minder eenvoudig is, zooals b.v. bij het 
onder § 5 te behandelen geval, is het mogelijk deze in meerdere 
elementaire transformaties te ontleden. Deze meer elementaire 
transformaties zijn, zooals t.a.p. nader zal worden aangetoond, 
de volgende drie: 

a) een draailng om de Z-as, waarbij 

1?1 = {} 

(/JI = <p + W. 
~ (74) 

Het rechtsdraaiend systeem XY Z blijft hierbij rechtsdraaiend. 
b) e en verwisseling van de assen Y en Z met Z1 en Y11 waarbij 

het systeem van rechtsdraaiend overgaat in een linksdraaiend. 
In figuur 7 zijn de coordinaten van het punt P in de beide 

coordinatenstelsels -6, <p en 19-11 <p1 aangegeven. De transformatie
formules blijken te zijn: 

cos {} 1 = sin 6 sin <p 

cos t> = sin l11 sin <p1, 
1 (75a) 
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of in plaats van de laatste in verband met (75a): 

cos * 
sin 9Jt = Vl - sin2 * sin2 q; • (75b) 

e) een verwisseling van de assen X en Y met Y1 en X11 welke 

Fig. 7. 

noodig is om het bij de transformatie b ingevoerde linksdraaiende 
systeem weder in een rechtsdraaiend over te voeren. Hierbij geldt: 

{}1 = {} 
~ (76) 

Over den vorm van (72) in deze gevallen kan het volgende wor
den opgemerkt. 

In geval a is 

'ljJ¡ =1Jl 

X1 =x ~ (77) 

omdat de richtingen waarin de coordinaten {}1 en q;1 toenemen 
dezelfde zijn als bij de coordinaten {} en q;. 

In geval b kan het verband tusschen 1p en sin{}. x eenerzijds 
en 1Jl1 met sin #1 • x1 anderzijds gevonden worden door gebruik 
te maken van de opmerking dat dit verband hetzelfde is als dat, 

5 
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hetwelk bestaat tusschen de elementaire componenten d{}, sin {}dq; 
en df11 , sin f11dcp1 van een lijnelement ds, dat dezelfde richting heeft 
als de resulteerende verplaatsing in het bolvlak. 

Door differentiatie van (75) naar s volgt 

. d{}l . dcp .0. • d{} 
- sin {}1 ds = sin {} cos cp ds + cos v sm cp ds 

• .0. d{} . .0. dcp1 . d{}i 
- sm v ds =sin v 1 cos cp1 ds + cos {}1 sin cp1 --¡¡¡· 

Worden in deze vergelijkingen 

d{} dcp d{}1 dcp1 
ds' ds ' ds ' ds 

vervangen door 1p, x, VJi, x1 zoo volgt na eenige herleiding met 
behulp van (75) 

"P1 =-

X1 

cos {} sincp 1p + sin {} coscp x 
y 1 - sin2 {} sin2 q; 

- cosq; 1p + sin {} cos {} sinq; x 
1 - sin2 1J. sin2 q; 

Verder geldt ook hier 

Geval e tenslotte geeft 

vl V. 

"Pl = 1jJ 

X1 =-x 
v1 = v. 

b - Analyse van de symmetrische funkties 

(78a,b) 

(78c) 

~ (79) 

De identiteit (69) is de eenige noodzakelijke voorwaarde, welke 
op grond van de vereischte symmetrie gesteld kan worden. 

Het kan niet verwacht worden dat door den symmetrie-eisch 
alleen reeds de verplaatsingen 1p, x en v ondubbelzinnig zouden 
zijn bepaald voor ieder veelvlak, daar zich toch bij ieder veelvlak 
meerdere mogelijkheden laten indenken. In het volgende wordt 
echter niet gestreefd naar volledigheid betreffende alle aan de 
veelvlakken verwante verplaatsingssystemen; slechts wordt ge
zocht naar het, in analytisch opzicht, eenvoudigste verplaatsings-



67 

systeem, dat aan ieder der veelvlakken is to gevo gd. ij dit onder
zoek geldt een funktie van t9- en q; al de t nv udig r, naarmate 
het aantal van zijn frequenties in h t gebi d < < 2n of 
O < q; < 2n kleiner is. 

In het algemeen zal de gezochte verplaat ing, w g n d ver
eischte periodiciteit voorgest Id kunnen word n m t r k n in 
harmonische funkties van k{} en kq;, waarbij k g h 1 i . et ond r
zoek bepaalt zich nu tot die funkties, waarbij de groot te waarde 
van k zoo klein is, als in verband met de v r i chte ymmetrie 
bij het gegeven veelvlak mogelijk is. D z k.Iein te waarde wordt 
het eenvoudigst gevonden door de gezochte funktie langs en pa
rallelcirkel of langs een meridiaanvlak te volg n in zijn beloop, 
zooals dit door de symmetrie van het gegeven veelvlak noodzakelijk 
wordt voorgeschreven. Uit dit beloop wordt geconcludeerd tot 
den graad van de harmonische, die tenminste noodig is om dit 
beloop te helpen weergeven . 

Uit het verloop langs een parallelcirkel volgt welke harmoniscbe 
van q; tenminste noodig is, terwijl uit het verloop langs een meri
diaancirkel kan worden afgeleid van welken graad de harmonische 
van{} moet zijn. Behalve langs dezen weg, waarbij de coefficienten 
n van q; en m van {} onafhankelijk van elkaar worden bepaald, 
kan ook, nadat één der grootheden m of n is vastgesteld, de andere 
worden bepaald uit de symmetrievoorwaarden, vervat in de iden
titeit (69). 

Indien de te analyseeren verplaatsing symmetrisch is ten op
zichte van het vlak q; =O, volgt hieruit dat de funktie van{} en q;, 
die deze verplaatsing beschrijft, slechts cos kq; en niet sin kq; kan 
bevatten. Omgekeerd is, indien ten opzichte van dit vlak anti
symmetrie aanwezig is, het tegenovergestelde het geval. 

Vervolgens kan uit den aard der symmetrie, die bestaat ten 
opzichte van de Z-as worden afgeleid of k in kq; even dan wel on
even is. Indien n.l., zoowel ten opzichte van het vlak q; = n/2 
als ten opzichte van het vlak q; =O, symmetrie bestaat, kan k 
slechts even zijn. Eveneens moet k een even getal zijn, indien de 
genoemde vlakken vlakken van anti-symmetrie zijn. Als er echter 
ten opzichte van één der vlakken symmetrie aanwezig is, en ten 
opzichte van het andere anti-symmetrie, kunnen de getallen k 
slechts oneven zijn. 
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Door deze overwegingen, die alle de symmetrie om de Z-as 
betreffen, is reeds een en ander bepaald over de wijze, waarop de 
gezochte funktie afhankelijk is van q;. Analoge beschouwingen over 
de symmetrie in de verplaatsingen der punten, die op een meri
diaancirkel liggen, leveren het overeenkomstige inzicht in de 
samenstelling der gezochte funkties, wat aangaat hun afhankelijk
heid van íJ. Daar in plaats van if de onafhankelijk veranderlijke z 
is ingevoerd moet worden vastgesteld hoe de symmetrie-eigen
schappen van invloed zijn op den vorm, waarin z optreedt. 

Indien de pool op de meridiaan bij de vervormingen een sym
metriepunt is, moet wegens (66) de funktie, die de verplaatsing 
beschrijft, een rationeele funktie van z zijn, - immers rnag 

sin if = V 1 - z2 

niet voorkomen -, die slechts even machten van z bevat, indien 
het aequatorvlak een vlak van symmetrie is, en slechts oneven 
machten van z, indien ten opzichte van den aequator anti-symrne
trie aanwezig is. Wanneer de pool daarentegen bij de vervorming 
een anti-symmetriepunt is, kan de gezochte funktie van z alleen 
gevormd worden door e en veelterm van z met V 1 - z2 als factor
de veelterm bevat slechts oneven machten van z, indien het aequator 
vlak een vlak van symmetrie is, en slechts even machten indien 
ten opzichte van dit vlak anti-symmetrie bestaat. 

Over de wijze waarop z en q; naast elkaar voorkomen verschaffen 
de beschouwingen van hoofdstuk III, § 4 het noodige inzicht, 
daar in de vergelijkingen (60) en (66) tot uitdrukking is gebracht, 
dat iedere harmonische van q; vermenigvuldigd met een funktie 
van z voorkomt. 

Nadat voor een der funkties 1p, x of v is vastgesteld volgens 
welke der uitdrukkingen (66a) of (66b) zij met z samenhangt, volgt 
uit de vergelijkingen (60) en (66) de algemeene gedaante der beide 
andere verplaatsingen. 

De nog onbekende coefficienten A, B en C zullen in het algemeen 
bepaald kunnen worden met behulp van de algemeene symmetrie
voorwaarden, uitgedrukt in de identiteiten (69). Echter kan ook 
een andere weg gevolgd worden, waarbij het rekenwerk minder 
gecompliceerd is. 

Bij iedere polyedrische vervorming bestaat n.l. een aantal 
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punten, waarin de gezochte verplaatsing of haar afgeleide een 
bijzondere waarde aanneemt. Zulk een punt is b.v. het hoekpunt 
van het veelvlak. 

Wat betreft de verplaatsing v kan worden opgemerkt, dat zij 
in alle hoekpunten dezelfde waarde bezit. Uit de bekende coórdi
naten van het hoekpunt wordt de waarde, die v in dit punt aan
neemt, berekend als funktie van de onbekende coefficienten C. 
Door in meerdere hoekpunten de waarde van v op deze wijze te 
berekenen, en de gevonden uitdrukkingen aan elkaar gelijk te 
stellen worden homogene vergelijkingen in de coefficienten C ver
kregen. 

Hetzelfde kan worden gedaan bij de verplaatsing v in de punten 
van den bol, die gelijke coórdinaten 1f en q; hebben als de zwaarte
punten der zijvlakken van het veelvlak; en indien noodig kan de
zelfde bewerking ook worden toegepast op de verplaatsingen v 
in de punten, die gelijke coordinaten hebben met het midden van 
de ribben van het veelvlak. 

Bovendien kan worden gebruik gemaakt van de omstandigheid, 
dat vanwege de symmetrie in de genoemde punten de verplaatsing 
v een extreme waarde bereikt, zoodat hier 

:; =:; = Ü. 

Ook deze vergelijkingen geven homogene betrekkingen tusschen 
de coefficienten C. Ten slotte volgt uit de voorwaarde dat de ver
plaatsing aan de pool slechts één enkele waarde bezitten kan, 
en dus onafhankelijk van q; zijn moet, dat de coefficienten van 
cos kq; en sin kq;, indien k =j=. O, in de punten z = ± 1 gelijk aan 
nul zijn. 

N adat zooveel onafhankelijke homogene vergelijkingen zijn op
gesteld als overeenkomt met het aantal der coefficienten C, kunnen 
deze coefficienten berekend worden, op een constante factor na. 
Hierbij tijn echter niet alle symmetrie-eischen gebruikt, zoodat 
geverifieerd moet worden of aan (69) wordt voldaan. 

Wat betreft de berekening van de coefficienten A en B der 
verplaatsingen 1p en x kan worden opgemerkt, dat in de punten 
ten opzichte waarvan de verplaatsingen symmetrisch zijn, dus in 
de punten welke overeenkomen met de hoekpunten, de zwaarte-
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punten der zijvlakken, en de middens der ribben, deze verplaat
singen gelijk nul moeten zijn. Wanneer de pool met een dergelijk 
symmetriepunt samenvalt is daarom vanzelf voldaan aan de 
voorwaarde (55). 

Verder geldt voor de verplaatsingen van de punten, die op den 
grooten cirkel liggen, volgens welke een symmetrievlak den bol 
doorsnijdt, dat de verplaatsingscomponente in de richting lood
recht op het symmetrievlak nul is, terwijl de componente even
wijdig aan dit vlak een extreme waarde bezit. De afgeleide van 
deze laatste componente in de richting loodrecht op het symmetrie
vlak is daarom gelijk aan nul in ieder punt van den grooten cirkel. 
Voor punten, die in vlakken liggen ten opzichte waarvan anti
symmetrie aanwezig is, geldt het tegenovergestelde, zoodat het
geen hiervoor over de componente normaal op het symmetrievlak 
werd opgemerkt nu op de componente evenwijdig aan het anti
symmetrievlak betrekking heeft, · en omgekeerd. De coefficienten 
A en B kunnen worden berekend, nadat een voldoend aantal 
onafhankelijke homogene vergelijkingen is verkregen. Achtera 
wordt het onderzoek naar de symmetrie van de verplaatsingen 
1p en x ingesteld door substitutie van de gevonden funkties in de 
identiteiten (69). 

Evenals de verplaatsingen v worden 1p en x wegens de homo
geniteit der vergelijkingen, waaruit de coefficienten berekend 
worden, bepaald behoudens een constante factor, die op de geheele 
funktie betrekking heeft. Echter kunnen 1p en x niet ieder met een 
afzonderlijke willekeurige factor vermenigvuldigd worden, wat 
blijkt uit de overweging, dat 1p en X niet ieder op zichzelf symme
trische funkties zijn, doch samen als componenten van eenzelfde 
verplaatsing in het bolvlak aan zekere symmetrie-eischen hebben 
te voldoen. Daarentegen is de verhouding van de verplaatsingen v 
en de verplaatsingen in het bolvlak willekeurig, daar zij niet door 
eenige symmetrievoorwaarde wordt vastgesteld. In meetkundig 
opzicht zijn dan ook eenerzijds v en anderzijds 1p en x niet aan 
elkaar gebonden. In mechanisch opzicht zijn zij dat natuurlijk wel 
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§ 3 - HET REGELMATIG VIERVLAK 

Het viervlak ABCD (fig. 8) is zoodanig in het coordinatenstelsel 
XYZ geplaatst, dat de middens der ribben op de coordinaat-assen 
liggen; het viervlak A' B' C' D', waarvan de hoekpunten gelijke 

Fig. 8. 

coordinaten {} en q; hebben met de zwaartepunten der zijvlakken 
van ABCD, is aan ABCD toegevoegd. Terwijl A, B, C en D de 
punten van den bolwand met maximale verplaatsing v bepalen, 
zijn A', B', C' en D' de punten niet minimale verplaatsing. 

Wegens symmetrie zijn de absolute waarden der verplaatsingen 
in de beide stelsels van hoekpunten aan elkaar gelijk; bovendien 
moet ten opzichte van de middelloodvlakken der lijnen AB', AC' 
en AD' anti-symmetrie bestaan. Daar deze middelloodvlakken 
door de keuze van het assenstelsel XY Z samenvallen met de 
coordi:p.aatvlakken, scheiden de groote cirkels, volgens welke de 
coordinaatvlakken den bolwand snijden, de gebieden van positieve 
en negatieve verplaatsing v. 

In figuur 9 is de vorm van den uitgeknikten lJolwand aangegeven 
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door de lijnen van constante verplaatsing v op het boloppervlak 
schematisch te teekenen: getrokken indien de verplaatsing po
sitief, gestippeld indien zij negatief is. 

De symmetrie, die v bezitten moet, is aanwezig in de uitdrukking: 

v =C. XYZ, (80} 

of met X = a sin -& cos q; 
Y = a sin * sin q; 
Z =a cos 1J. 

getransformeerd op poolcoordinaten, wordt dit 

V = Ca3 sin2 * COS-& sin(/) COS fP = Vo (z3 - z) sin 2q;, (81) 

waarin v0 een willekeurige coefficient is. 

YZ2 Z1 

Fig . 9. 

Daar in (80) X, Y en Z volkomen symmetrisch optreden behoeft 
het symmetriecriterium (69) aan (81) niet meer te worden aan
gelegd. 

Blijkens (81) behoort het systeem van verplaatsingen tot het 
type, dat met de vergelijkingen (60) en (66a) gekarakteriseerd 
wordt. Opdat met vergelijking (81) aan de differentiaalvergelij
kingen van het probleem zal kunnen worden voldaan, moeten 
overeenkomstig (60) en (66a) de funkties 1p en x van den vorm zijn: 

1p = yl - z2 (A2z2 + A 0) sin 2q; 
X = B¡Z cos 2q;. 
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Ter bepaling van de coefficient n A2, A 0 n B, die zoodanige 
waarden moeten hebben, dat de verlangde ymm trie aanwezig 
is, worden de beide assenstelsels XY Z n X 2Y2Z2 b chouwd, die 
met betrekking tot de verplaatsingen g lijkwaardig zijn (fig. 9). 
De verplaatsingen 1p2 en x2 word n volgens (69) in de coordinaten 
z2 en q>2 uitgedrukt door 

"P2 = yl - z2
2 (A 2z2

2 + A 0) sin 2cp2 

X2 = B z2 • cos 2cp2• 

Deze verplaatsingen worden tot 1p en x in verband gebracht 
met behulp van een tusschentransformatie op het linksdraaiend 
systeem X1 Y1Z1 {fig. 9) . Overeenkomstig (76) en (79) gelden hierbij 
de transformatieformules: 

zoodat 

{}2 = {}1 

n 
(/>2 = 2- q>l 

'P2 = "Pl 

X2 =- X1 , 

1p1 = v/1 - z1
2 (A2z1

2 + A 0) sin 2cp1 

X1 = B1z1 . cos 2cp1 . 
(82a,b) 

Het systeem X1 Y1Z1 staat tot het systeem XYZ in verband 
door de transformatieformules (75) en (78). 

Substitutie van (78a) in (82a) geeft: 

VI -Z1
2 (A#1

2+A 0) sin 2cp1 • VI- (I - z2) sin2 q> = 

-VI- Z2 [z sin q> (A 2z2+A 0) sin 2cp + cos q> B1z cos 2cp]. 

Na substitutie van (75) volgt hieruit de identiteit in z en cp: 

2z VI - z2 cos q; [A 2 (1 - z2) sin2 q; +A 0] = 
-- z VI - z2 cos q> [2 sin2 q; (A2z2+A 0)+B1 cos 2q;], 

en na eenige herleiding 

(A2 + A 0 - B1) sin2 q; + (A 0 + ~1) =O, 

aan welke voorwaarde alleen voldaan wordt indien / 
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A2 + A 0 - B1 =0 

A + Bl =0. o 2 

Hetzelfde resultaat wordt ook verkregen na substitutie van 
(7Bb) in (82b). 

Het systeem van verplaatsingen dat in symmetrie-eigenschappen 
verwant is aan het viervlak wordt daarom gegeven door 

1p (z, q;) ="Po. y1 - z2 (3z2
- 1) sin 2q; ( 

X (z, q;) ="Po . 2z cos 2q; (83) 

v (z, q;) = v0 • (z3 - z) sin 2q;. 

Substitutie van (83) in de differentiaalvergelijkingen (53) levert: 

e (z, q;)-=- [(llm+l +12c) "Po+ 
+(m+1+2c+10xm) v0] y1 -z2 (3z2 -l) sin2q; =0 

<P (z, q;)-- [(11m+l +12c) "Po+ 
+(m+1+2c+10xm) v0]. y~2zcos 2q; =0 (84) 

R (z, q;) _ _ [12 (m+1 +2c+10xm)"Po+ 

+2( m+ 1 +2c-5c (t-2:) +5" (13m+ 1)) v0] (z3
- z) sin 2tp= O. 

De vergelijkingen (83) geven een oplossing van de vergelijkingen 
(53), indien aan (84) voldaan wordt in alle punten van den bolwand. 
Hieruit volgen de voorwaarden: 

(11m+1+12c) "Po+(m+1+2c+10xm) v0 =0 

12 (m+ 1 + 2c + 10xm) "Po+ 

+ 2l m + 1 + 2c - 5c (1 - ~) + 5x (13m + 1)] v 0 = O· 
1 (85) 

De vergelijkingen (85) laten van nul verschillende oplossingen 
'Po en v0 toe, indien de determinant van het stelsel der homogene 
lineaire vergelijkingen gelijk is aan nul: 

11m+1 +12c m+1 +2c+10xm 
2h 

6 (m+1+2c+10xm) m+1+2c-5c (1--) + =0. (86) 
a 

+5x (13 m+1) 
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De waarde van e, bij welke aan (86) wordt voldaan, geeft aan 
bij welke spanning de knikmogelijkheid optreedt. Vergelijking (86) 
is een vierkantsvergelijking in e 

a2e2 + a1 e + a0 = O, 

waarvan de in e kwadratische term verwaarloosd moet worden. 
Immers werden tot nu toe deze termen in de differentiaalverge
lijkingen verwaarloosd, terwijl zij indien zij in rekening waren 
gebracht tot een andere coefficient a2 aanleiding zouden hebben 
gegeven. Om dezelfde reden moeten nu ook in (86) de getallen 
ex en "2 verwaarloosd worden. 

N a invoering van (54) volgt de knikspanning: 

So 1 +~(120m;_:_ 1 - 1) 
-E = 9 +]- 2h ( 11 + _] ) . 

m a m 

(87) 

So . k1 . h kl . . . h 1 h t • -E IS einer naarmate a einer Is; In et grensgeva waar a o. 

nul nadert is 

S 0 1 1 
-E = --3 ~ 10· 

9+-
m 

Enkele bijzonderheden over de wijze, waarop de funkties (83) 
aan de differentaalvergelijkingen voldoen, verdienen nog nadere 
beschouwing__ 

In de eerste plaats kan worden opgemerkt dat de vergelijking 
(85a) zoowel uit (84a) als uit (84b) verkregen wordt. Inderdaad 
moeten ook de vergelijkingen voor het evenwicht in de richtingen 
{}en q; hetzelfde uitspreken, indien de verplaatsingen de symmetrie 
der veelvlakken bezitten, wat blijken moge uit de navolgende 
overwegingen: 

De evenwichtsvergelijking e (z, q;) = O garandeert het evenwicht 
van ieder element van den bolwand in de richting {}van het aan
genomen coórdinatenstelsel. Ten opzichte van een gelijkwaardig 
coórdinatenstelsel {}11 q;1 wordt het evenwicht in de richting #1 

uitgedrukt door de vergelijking e (z11 q;1) =O, waarin e hetzelfde 
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symbool is als in het systeem {), cp. In het geval van het viervlak 
beteekent dit, dat de evenwichtsvoorwaarde voor de richting fJ1 
luidt: 

- [(llm+l +12c) "Po+(m+1 +2c+10 "m) v0 ] X 
X y1- z1

2 (3z1
2 - 1) sin 2cp1 =O. 

De evenwichtsvoorwaarden voor de beide richtingen {} en #1 wor
den daarom gegeven door de enkele vergelijking (85a). Met uit
sluiting van het geval dat de beide coordinatenrichtingen # en {}1 

slechts gelijk kunnen zijn (axiale symmetrie) volgt hieruit, dat 
(85a) door de evenwichtsvoorwaarden voor twee verschillende 
richtingen in ieder punt wodt opgeleverd. Daarom is (85a) de 
evenwichtsvoorwaarde voor iedere richting in het bolvlak, en dus 
ook voor de rkhting cp. 

Nog op een tweede omstandigheid wordt de aandacht gevestigd. 
Het resultaat van de substitutie der funkties (83) in de differen
tiaalvergelijkingen is van den vorm 

€) (z, q;) =- [a1 + Vo . b1J 1p (z, cp) 
"Po 

!1> (z, cp) =- [a1 + Vo b1] x (z, cp) • V1 - Z2 
"Po 

R (z, q;) _- ['~' 0 a2 + b2] v (z, cp), 
V o 

(88) 

waarin a en b coefficienten zijn. In § 5 zal hierop nader worden 
ingegaan. 

§ 4- KUBUS EN REGELMATIG ACHTVLAK 

De reciproke polyeders, kubus en regelmatig achtvlak, zijn in 
het assenstelsel op zoodanige wijze geplaatst, dat de hoekpunten 
van het achtvlak op de assen liggen, en de zijvlakken van de 
kubus aan de coordinaatvlakken evenwijdig zijn (figuur 10). De 
verplaatsingen v, welke bij dit systeem van veelvlakken behooren 
zijn in figuur 11 voor één octant met lijnen van constante ver
plaatsing v op het boloppervlak aangegeven; de getrokken lijnen 
hebben betrekking op positieve, de gestippelde lijnen hebben be
trekking op negatieve verplaatsingen v. 

Doordat symmetrie aanwezig is ten opzichte van de vlakken 
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q; =O en cp = n/4 is v, wat betreft haar afhankelijkheid van cp, 
periodiek volgens cos 4kq;. Het verloop van v langs den aequator 
vereischt dat k ten minste 1 bedraagt. Langs den meridiaan, -
waarop de polen en de snijpunten met den aequator symmetrisch 
gelegen punten zijn -, moet v voorgesteld kunnen worden door 
een veelterm in z2, die van den 2den graad is, zoodat 

v = (C44Z4+C24z2+C04) cos 4cp+(C40z4+C20z2+C00). (89a) 

Fig. 10. 

Volgens de vergelijkingen (60) en (66a) zijn "P en x dan van den 
vorm: 

"P = '\11 - z2 [(A34z3 + A14z) cos 4q; + A 3 oZ3 + A10z] (89b) 
X = (B24z2+B04) sin 4q; (89c) 

Blijkens fig. 10 hebben de symmetrisch gelegen coordinaten
systemen achtereenvolgens het punt Z in ieder der hoekpunten 
van het regelmatig zesvlak. Omdat de 3 coordinaatvlakken sym
metrievlakken zijn voor de verplaatsingen volgens (89), hebben 
de funkties (89) de vereischte symmetrie, indien de coefficienten 
A, B, C zoodanig gekozen zijn, dat ieder der hoekpunten van 
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den boldriehoek XYZ ten opzichte van deze funkties gelijk ge
orienteerd zijn. Vereischt is dan de gelijkwaardigheid der coórdi
natensystemen X1 Y1Z1 en XYZ (fig. 11). 

Door substitutie van de uitdrukkingen (89) in de symmetrie
voorwaarden (69) kunnen de coefficienten A, B en C bepaald wor
den. Minder rekenwerk is vereischt, indien op de in § 2b aange
geven wijze eerst, onafhankelijk van de algemeene symmetrie
voorwaarden, de coefficienten worden bepaald, en daarna de sym
metrie der verkregen funkties door substitutie in de identiteiten 
(69) wordt geverifieerd. Daar het rekenwerk vrij omvangrijk is, 
en zich geen bijzondere gezichtspunten voordoen, nadat de methode 
reeds in § 2 werd uiteengezet, en het gebruik der symmetrievoor
waarden reeds aan het viervlak is toegelicht, wordt slechts het 
resultaat der berekening vermeld: 

x.z 

Fig. ll. 

'P (z, q;) = "Po V1 - z2 [(z3 -z) cos 4cp + (7 z3
- 3z)] / 

X (z, cp) =- 1Jlo • [(z2- 1) sin 4q;] i (90) 

v (z, cp) = v 0 • [(z2- 1)2 cos 4q;+t(35z4 -30z2+3)J+v1 l 
Aan v kan steeds een willekeurige constante v1 worden toegevoegd, 
daar een radiale verplaatsing in overeenstemming is met het 
systeem der beschouwde veelvlakken. 

Substitutie van (90) in de differentiaalvergelijkingen (53) geeft 
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f?J (z, q;) __ - [(19m+ 1 +20c) 1Jlo+4 (m+ 1 +2c+ 18xm) v0 ] X 

xV1 - z2 [(z3 - z) cos 41Jl+(7z3 - 3z)] =O 

tP (z, q;) -- [(19m+ 1 +20c) 1Jlo+4 (m+ 1 +2c+ 18xm) v0] X 

X - V 1 - z2 • (z2 - 1) sin 4q; = O 

R (z, rp) = -[5 (m+l +2c+l8><m) 'l'o+2 ( m+l +2c

-9c (1- 2:)+9" (21m+l)) v0] X 

X [(z2 - 1 )2 cos 4q;+ t(35z4 - 30z2+3)] -

-2 [m+l+2c+c (1- ~)-x (m+l)] v1 =0. 

(91a) 

(9lb) 

(91 e) 

Opdat in alle punten van den bolwand aan (91) zal worden vol
daan, moeten tusschen de coefficienten 1p0, v0 en v1 de betrekkingen 
bestaan: 

(19m+ 1 +20c) V'o+4 (m+ 1 +2c+ 18xm) v 0 =O 

5 (m+ 1 +2c+ 18><m) 'l'o+2 [m+ 1 +2c- 9c ( 1 - 2:)+ 

+ g,. (21m+ 1)] v 0 = O (92) 

[m+l +2c+c (1-
2
:)-" (m+l)] • 1 =0. 

De radiale verplaatsing v1 is ongelijk nul indien de coefficient 
van v,.gelijk nul is. Uit deze voorwaarde volgt na invoering van (54) 

(93a) 

'Po en v 0 zijn alleen van nul verschillend, indien de determinant 
van de eerste twee vergelijkingen (92) gelijk nul is. Oplossing 
van deze determinant geeft: 



80 

(93b) 

De kleinste waarde die - ff/ kan aannemen bedraagt h· 

Daar de knikspanningen volgens (93a) en (93b) niet aan elkaar 
gelijk zijn, kunnen niet gelijktijdig 1p0 , v0 eenerzijds, en v1 ander
zijds ongelijk nul zijn. In (93a) en (93b) worden dus twee afzonder
lijke oplossingen gegeven, welker knikvormen beide aan de gestelde 
symmetrieeischen voldoen. 

Over de wijze, waarop de funkties (90) aan de differentiaal
vergelijkingen voldoen, kunnen dezelde opmerklngen gemaakt 
worden als bij het viervlak. Ook nu leggen 

e (z, cp) =o en (]> (z, cp) =o 

tusschen cp0 en v 0 dezelfde relatie, zooals ook ...- na hetgeen in § 3 
betoogd werd - het geval behoort te zijn bij symmetrische ver
plaatsingssystemen. Tevens is het substitutieresuitaat (91) van 
den vorm (88). 

§ 5- REGELMATIG TWAALFVLAK EN TWINTIGVLAK 

In figuur 12 is aangegeven, hoe het regelmatig twaalfvlak ten 
opzichte van het assenstelsel X10 Y10Z10 

1) is gedacht: Ten behoeve 
van de overzichtelijkheid der figuur is het reciproke twintigvlak 
niet in beeld gebracht; zijn hoekpunten liggen in de spherische 
middelpunten der zijvlakken van het twaalfvlak. Figuur 13 geeft 
schematisch de lijnen van constante verplaatsng v op het bol
oppervlak, voor positieve verplaatsingen getrokken, en gestippeld 
voor negatieve verplaatsingen. De stand van den gedeformeerden 
bol ten opzchte van het assenstelsel X10 Y10Z10 is zoodanig gekozen, 
dat de coordinaatvlakken symmetrievlakken zijn. De verplaatsing 
v moet daarom geanalyseerd kunnen worden volgens: 

1) De índices 10 krijgen eerst later beteekenis. 
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n m 

v (z, cp) =k k Cii z2i cos 2fcp. (94) 

j=o i =o 

F ig. 12. 

Opdat het verloop van v langs den aequator en langs den meri
diaan, die in een symmetrievlak ligt, gelijk is, moet m = n. Tevens 
blijkt uit dit verloop, dat zijn harmonische analyse tenminste 
m = n = 3 moet opleveren. Daar het aantal der onbekende coef
ficienten C hierbij vij groot, n.l. 16, en de transformatie van V 

tusschen de symmetrische coordinatensystemen ingewikkeld is, 
verdient het uit een oogpunt van eenvoud verre den voorkeur de 
coefficienten Cif te bepalen op de in § 2b aangegeven wijze, en 
eerst achteraf het onderzoek naar de symmetrie in te stellen. 

Na vrij omvangrijk rekenwerk wordt gevonden: 
2 

v (z, cp) = v0 {- (z2 -1) 3 cos 6cp- yS (z2 - 1)2 (1lz2
- 1) cos 4g;+ 

+(z2 -l) (33z4 -18z2+1) cos2cp+ : 1- (231z6 -315z4 + 
2lv 5 

+ 105z2 - 5) }+v1• (95) 

6 
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Het assenstelsel X 10 Y10Z10 snijdt het twaalfvlak in de punten 
X 10, Y10 en Z10, welke de middens van ribben van het twaalfvlak 
zijn. De assen van een ander stelsel, met welks coórdinaten de ver
plaatsingen op gelijke wijze worden beschreven, zullen het twaalf
vlak eveneens in de middens der ribben snijden. Zulk een assen
stelsel is het systeem X 20 Y20Z20 dat in figuur 12 is aangegeven 
door middel van de snijpunten der positieve assen met het twaalf
vlak. 

z 

y 

Fig . 13. 

De transfomatie van de funktie V (z, q;) uit het stelsel xlOYloZlo 
naar het stelsel X 20 Y20Z20 geschiedt het eenvoudigst, indien zij in 
enkele minder gecompliceerde transformaties wordt onderver
deeld. Daartoe wordt een vierta! hulpsystemen: 11, 12, ~1, 22 
ingevoerd (fig. 14). 

De coórdinaatvlakken X 10 Y10 en X 20 Y20 snijden elkaar volgens 
een lijn, die den bol snijdt in O. De eerste transformatie van het 
systeem 10 bestaat in een wenteling van dit systeem om zijn Z-as, 
totdat het punt Y10, waarin de Y10-as den bolwand snijdt, met O 
samenvalt. Het systeem 01 is dan tot dekking gebracht met het 
hulpsysteem 11. De formutes voor de transformatie 10-11: 

X1oY1oZ1o-+ XnYuZn 
zijn: 

1J-1o = #u ({)10 = ({Ju - a. (96a) 
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Het tweede hulpsysteem 12 wordt verkregen door verwisseling 
van de Y- en Z-assen van het systeem 11. De formules voor deze 
transforma ti e 11-12: 

XnYnZn-+ X12Y12Z12 

zijn overeenkomstig (75): 

cos fi11 =sin fi12 sin cp12 cos ~12 =sin fi11 sin q;11• (96b) 

Fig. 14. 

De beide andere hulpsystemen worden uit het assenstelsel 
X 20 Y20Z20 op overeenkomstige wijze afgeleid. Door wenteling van 
het systeem X20Y20Z20 om zijn Z-as, totdat Y20 met O samenvalt, 
wordt het systeem 20 tot dekking gebracht met een systeem 21. 
De formules voor deze transformatie 20-21: " 

X2o Y2oZ2o -+ X21 Y21 Z21 
zijn overeenkomstig (96a): 

1'€ 
1}20 = ~21 (/)20 = (/)21 - ( 2 + {J). (96c) 

Door verwisseling van de assen Y en Z van het systeem 21 
ontstaat het systeem 22. De formul~s bij de transformatie 21-22: 
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x21Y21z21-+ X22Y22z22 

zijn overeenkomstig (96b): 

cos 1J21 = sin {}22 sin q;22 cos 1J22 = sin 1J21 sin q;21 . (96d) 

De systemen 12 en 22 hebben gemeenschappelijke Z-assen. Zij 
worden met elkaar tot dekking gebracht door wenteling om deze 
gemeenschappelijke as. De formules bij de transformatie 12-22: 

X12 Y12z12-+ X22 Y22z22 

zijn: 

{}12 = {}22 qJ12 = q;22 - r. (96e) 

De hoeken a, (J en y worden gegeven door: 

. V 2 s1n a= 
5-y5 cosa =V" +\15 

sin (J= V 2 
5 + y'5 

cos (J = 1.1 2 
r 5- v5 

. 11 5 
sin r = V 2 (5 + y5) 

1 
cos y = '\15- 1. 

De funktie 
(97 a,) 

wordt getransformeerd op het systeem 11 met de formules (96a), 
waarbij zij omgaat in een funktie 

(97b) 

Vervolgens wordt (97b) getransformeerd op het systeem 12 met 
de formules (96b) tot 

v = V12 ( {}12, qJ12) · (97 e) 

Indien de verplaatsingen v de vereischte symmetrie bezitten 
worden zij in het systeem 20 beschreven met 

v = V2o ( {}2o' q;2o) = V1o ( {}201 qJ2o) • (97 d) 

Met de transformatieformules (96c) gaat (97d) over in: 

v = V21 ({}211 qJ21), (97e) 

terwijl (97 e) door transforma ti e volgens (96d) overgaat in: 

V = V22 ( {}221 qJ22) • (97 /) 
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Tenslotte moet, opdat het bewijs der symmetrie inderdaad ge
leverd zal kunnen worden, (97 e), getransformeerd met de formules 
(96e) een funktie van -&22, cp22 opleveren, welke identiek is met (97/): 

(97g) 

Achtereenvolgens wordt gevonden (98, a, b, e): 

V1o (zlO, CfJ1o) =V o {- (zto2
- 1 )3 cos 6cp10-

2 -y!> (z102 - 1 )2 (11 z10
2 - 1) cos 4cp10+ (z102

- 1) (33z104
- 18z102

+ 

2 
+l)cos2cp10+

21 
v'

5 
(231z106 -315z104 +105z102 -5)}+v1 

Vu (zu, CfJu) = 
5 
~15 {- (z11

2 - 1 )3 (11 cos 6cp11 - 2 sin 6cp11) + 

+ (z
11

2 - 1 )2 . (11z11
2- 1) (6 cos 4cp11 +8 sin 4cp11)-

-5 (z
11

2- 1) (33z11
4 - 18z11

2+ 1) (cos 2cp11 - 2 sin 2cp11) + 
10 + 
21 

(23lz11
6 -315z11

4 +105z11
2-5)}+v1 

32 1 
V12 (z12' <p12) =-

5 
V

5 
v 0 { 21 

(23lz126
- 315z124+ 105z122- 5)+ 

+2 y(l - Z122)5 z12 cos cp12 (16 cos4 <p12 - 20 cos2 cp12+5) }+vv 

en (98, d, e, f): 

V2o (z2o, CfJ2o) = v0 {- (z202- 13
) cos 6<p20 -

2 - y'S (z202-1)2 (11z202-l) cos4cp20 +(z202-1) (33z204 -18z202+ 

. 2 
+1) cos2cp2o+ 

21 
'\15 (231z206 -315z204 +105z202-5)}+v1 

V21 (z2v (/)21) = 
5 
~ 

5 
{- (z212- 1 )3 , (11 cos 6cp21 +2 sin 6cp21) + 

+ (z212- 1 )2 . (11 z212- 1) (6 cos 4cp21 - 8 sin 4cp21) -
- 5 (z212- 1) (33z214 - 18z212+ 1) (cos 2<p21 +2 sin cp21) + 

10 + 
21 

(231z216 - 315z214 + 105z212- 5) }+v1 
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v,. (z .. , p..) =- 5 ~5 v0 ~ 2\ (231z22
6

.:. 315z22'+ 105z22•- 5)-

- 2 y'( 1 - z22 ') 5 z22 e os '1'22 ( 16 cos• '1'22- 20 cos' p22+5) ! +v1• 

De transformatie van (98c) met (96e) levert op (98/), zoodat de 
vereischte symmetrie aanwezig blijkt te zijn. 

De bepaling van de verplaatsingen in het bolvlak kan geschieden 
langs den weg, die in§ 2 in het algemeen werd aangegeven, en die 
ook in de §§ 3 en 4 is gevolgd. Aanmerkelijk sneller kunnen zij 
echter worden afgeleid door gebruikmaking van een eigenschap, 
welke bleek te bestaan bij de knikvormen, die in de beide voorgaande 
§§ werden behandeld. 

De funkties 1p, x en v bij viervlak, kubus en achtvlak gaven na 
substitutie in de differentiaalvergelijkingen van het knikprobleem 
de uitdrukkingen (88). Het vermoeden ligt voor de hand dat de 
funkties 1p, x en v, die afgeleid worden uit twaalf- en twintigvlak 
na substitutie in de differentiaalvergelijkingen een resultaat zullen 
opleveren dat van het type (88) is. 

Indien nu als eisch gesteld wordt dat de funkties "P en x van 
zoodanigen vorm zijn, dat het substitutieresultaat van de differen
tiaalvergelijkingen (53) van den vorm (88) is, bestaat niet van te 
voren de zekerheid, dat zulk een stel funkties 1p en x gevonden 
zal kunnen worden. Wanneer echter deze voorwaarde vervuld kan 
worden, wat in verband met de ervaring over de voorgaande §§ 
waarschijnlijk lijkt, is een systeem van verplaatsingen gevonden, 
dat aan de differentiaalvergelijkingen voldoet, en dus de oplossing 
van het gestelde knikprobleem vormt. 

De uitdrukkingen (88) zijn alle samengesteld uit 2 deelen, waar
van het eerste deel, dat de coefficient a bevat, geleverd wordt 
door de differentiaaloperatoren van de funkties 1p en x, welke 
funkties nog onbekend zijn; en waarvan het tweede deel, dat de 
coefficient b bevat, wordt geleverd door de differentiaaloperator 
van de funktie v, welke bekend is. Deze laatste getallencoefficient b 
bevat de grootheden, welke in de diflerentiaaloperator van v op
treden, met name de grootheden m, e en )e. Zij wordt gesplitst 
in deelen B1 en B2 
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op zoodanige wijze, dat slechts B2 funktie is van x; B2 bevat dus 
de bijdragen van de differentiaaloperator van v, voor zoover zij x 

tot coefficient heeft, terwijl B1 op de rest van deze differentiaal
operator betrekking heeft. :bit laatste deel van de differentiaal
operator is blijkens (53): 

--~V 
wat betreft e (z, cp) =o : -VI- z2 ~z (m+ 1 + 2c), 

en wat betreft r/J (z, cp) =O : 
1 ~v (m + 1 + 2c). 

\11- z2 acp 

Aan de voorwaarde (88) kan daarom alleen voldaan worden, indien 

- y1- z2 ~(m+ 1 + 2c) =- ~ B1 1p (z, cp) 
uZ 1p0 

of 

1 av Vo B ~ ;-1 --2 + A 1 :;--- (m + 1 + 2c) =- - 1 v - z . 
V 1 - z2 u cp 1p o 

~¡--~V 
1p (z cp) = - a v 1 - z2 

-' az 
-- 1 av V1 - z2 X (z, cp) = + a ) .;-

'\ 1 - z2 ucp 

X (z, cp), 

Dat deze funkties 1p en x inderdaad de symmetrie bezitten, 
welke haar verwant doen zijn aan twaalf- en twintigvlak, blijkt, 
indien inplaats van de hoek-verplaatsingen 1p en x de lijn-ver
plaa tsingen 

v = a1p 

w =a vh -z2 X 

resp. langs den meridiaan en langs de parallelcirkel worden inge
voerd, en verder in de plaats van de hoek-coordinaten {} en cp 
de lijn-coordinaten 

x =a{} 
y = a sin {} . cp. 
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Door deze transformatie gaat (99) over In 

()v 
v = + aa2 -

()x 

()v 
w = + aa2 -()y 

Wordt in ieder punt van den bolwand de verplaatsing av ra
diaal uitgezet, zoo wordt een oppervlak gevormd, dat bepalend 
is voor de verplaatsingen ven w; immers is de hoek e tusschen het 
raakvlak aan den bol en het raakvlak aan het av-vlak in het over
eenkomstige punt een maat voor de verplaatsing in het bolvlak, 
doordat het product van de constante lengte aa en tg e blijkens 
(1 00) gelijk is aan de verplaatsing in de richting normaal op de 
snijlijn der beide raakvlakken. Daar het av-vlak de symmetrie 
van het twaalf- en het twintig-vlak bezit, moeten ook de hellings
hoeken, en daarmede de verplaatsingen langs den bolwand, deze 
symmetrie bezitten. 

Na substitutie van (95) in (99), en daarna van 7p, x en v in de 
differentiaalvergelijkingen (53) volgt, indien nog gesteld wordt 

a =-1/!__o 
vo' 

e (z, rp) =- [(41m+l +42c) + (m+ 1 + 2c+40•m) ;:] X 

X "P (z, cp) =O 

<!> (z, rp) =- [(41m+l +42c) + (m+! + 2c+40,.m) ;:] x 

X yl - z2 • x (z, cp) = O 

R (z, cp) ==- [42 Y!__o (m+ 1 + 2c + 40xm) + 
V o 

+ 2 (m + 1 + 2c - 20c ( 1 -
2
:) + 20,. ( 43m + 1)) 1 X 

X [v (z, cp) - v1]-

- [ 2 [m + 1 + 2c + e ( 1 -
2
:) - " (m + 1)] v1 = O, 

(1 o 1) 
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zoodat inderdaad aan (88) door de differentiaalvergelijkingen vol
daan blijkt te kunnen worden. 

Op gelijke wijze als bij de in de vorige §§ behandelde knikgevallen 
volgt hierna de berekening van de spanning, bij welke knikmogelijk
heid optreedt: 

h2 ( r.n2 ) 
S 1 + 3a2 1680 m2 - 1 - 1 

_ _9= ' 

E 39 + ~- 2
h (41 + _!__) 

r.n a m 

(1 02) 

waarvan de kleinst mogelijke waarde -i0 bedraagt. 
Evenals bij den knik volgens zes- en achtvlak voldoet de knik

vorm bij welke slechts radiale verplaatsing optreedt (v1 =f O) aan 
de gestelde symmetrievoorwaarden, zoodat ook hier de knik
spanning (93a) wordt gevonden. 



HOOFDSTUK V 

DE ALGEMEENE OPLOSSING 

§ 1 - OPLOSSINGEN VAN DEN VORM (99) 

a - De substitutie van (99) in_ de differentiaalvergelijkingen 

In het vorige hoofdstuk is gebleken, dat de differentiaalverge
lijkingen (53) zekere oplossingen hebben, die in nauwe verwant
schap staan tot de veelvlakken, en waarbij tusschen de verplaat
singen in het bolvlak en die loodrecht op het bolvlak de betrekking 
(99) bestaat. De relatie (99) geldt echter niet alleen voor deze ver
plaatsingssystemen; immers voldoen niet alleen de funkties (83), 
(90) en (95), welke polyedrische symmetrie bezitten, aan de diffe
rentiaalvergelijkingen, maar ook ieder der hen samenstellende 
funkties voorzoover zij op e en zelfde waarde k (e os kcp) betrekking 
hebben. De polyedrische knikvormen zijn daarom opgebouwd 
uit meer elementaire knikvormen, die ieder voor zich beschreven 
worden door een stelsel eigenfunkties: 

1pk (z, cp), Xk (z, cp), Vk (z, cp) k =O, 1, 2 .... 

Het is nu voor de hand liggend te veronderstellen, dat (99) niet 
slechts geldt met betrekking tot die eigenfunkties, uit welke de 
beschreven polyedrische knikvormen zijn opgebouwd, doch dat 
(99) een eigenschap zal zijn van een ruimere groep eigenfunkties. 

Iv deze § worden nu voorloopig alle oplossingen der vergelij
kingen (53) bepaald, die tevens aan (99) voldoen. 

Substitutie van (99) in de differentiaalvergelijkingen (53) geeft 
na eenige herleidng: 

e (z, q;) - ___:_ Vt - z' ;.¡ (1 -'-a) (m+ 1 + 2c) V+ 

+ [><m-a(m+c)]H(v)! =0. 
(l03a) 
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(/J (z, q;) =: . - (1 - a) (m + 1 + 2e) v + 1 . () ¡ 
yl- z2 ()q; 

+ [..m - a (m + e) ] H (v) ~ = O. 
(1 03b) 

R (z, <p) = - (1- a) ¡ (m + l +2c) 2v+ "m [HH (v) + 2H (v) ] ~ + 

[ ( 
2h)

1 
(1 03e) 

+ a(m+l + 2c) - x(m+ 1) + e 1-a H(v) = 0, 

waarin de differentiaaloperator H gedefinieerd is door 
1 

H ( ) = - (1 - z2) ~ ~ + 2z U] - 2 { ) - -
1
-

02 
(). (1 04) 

()z2 ()z 1 - z2 ()q;2 

Uit (1 03a) volgt 

(1 -a) (m+ 1 + 2c) v + [xm- a (m + e) ] H (v) = f(q;), (lOSa) 

terwijl uit (1 03b) volgt 

(1 -a) (m + 1 + 2e) v + [xm- a(m + e) ] H (v) = g (z), (I05b) 

zoodat: 

1 ( q;) = g (z) =constante. 

Onder invoering 'van den parameter l 

l = _ ( 1 - a) (m + 1 + 2e) 
xm-a (m+ e) 

gaat (105) over in 

H (v) =lv +K, 

waarin K een willekeurige constante is. 

(1 06) 

(107) 

Door toepassing van den operator H op (l 07) wordt gevonden 

HH (v) = l H (v) + H (K) = l 2v + (l- 2) K, (1 08) 

zoodat (1 03c) overgaat in 

{Jv + rK =0, (109) 
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waann 

fJ =- (1 -a) [2 (m+ 1 + 2c) +A (A+ 2) "m] + 
+ l [a (m + 1 + 2c) - " (m + 1) + e ( 1 -

2
:)] 

r =- (1- a) A "m+ a (m+ 1 + 2c)-" (m+ 1) +e ( 1-
2
:). 

b - De eigenfunkties 

De differentiaalvergelijking, waaraan v moet voldoen, is over
eenkomstig (1 07) en (1 04) 

()2v av 1 ()2v 
-(1-z2) - +2z - -(J.+2)v--- - =K. (110) 

az2 az 1 - z2 aq;2 

Ter oplossing van deze vergelijking worden bolfunkties inge
voerd 1), die, zooals bekend is, worden ingedeeld in twee groepen: 
die van de eerste soort, welke in de punten z = ± 1 eindig blijven, 
en die van de tweede soort, die in deze punten oneindig grom:e 
waarden aannemen. Daar het uitgesloten is, dat een punt van het 
boloppervlak een oneindig groote verplaatsing ondergaat, zullen 
slechts de bolfunkties van de eerste soort bij de ontwikkeling van 
v (z, q;) naar bolfunkties gebruikt kunnen worden. 

In het algemeen zijn de bolfunkties van 1} en q; rationeele funkties 
in e os íJ, sin íJ e os q; en sin íJ sin q;, zooda t iedere bolfunktie de 
eigenschappen bezit, welke door (56) en (57) geeischt worden. Een 
oplossing van v, die uit bolfunkties is samengesteld, voldoet dus 
zonder meer aan deze voorwaarde. 

De bolfunkties van de nde orde voldoen aan de differentiaal
vergelijking 

()2u ()u 1 ()2u 
(1 - z2) 2 - 2z ~ + n (n + 1) u +-

1
--2 ~2 =0, (111) 

()z oZ - z oq; · 

waarin n ieder geheel positief getal kan zijn. 
Met beh ul p van ( 1 04) kan ( 1 1 1 ) geschreven worden als 

-H(u) + [n(n+ 1)-2]u =0. (111a) 

l) Vergelijk: RIEMANN-WEBER, Die Differentialgleichungen der Pby
sik, 7e Auflage, 1925, Teil I, Kap. VIII, § 2, u. Kap. XVII, § 2, 3. 
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Er zijn totaal 2n + 1 bolfunkties van de eerste soort, die aan 
deze vergelijking voldoen, n.l.: 

U nvl = P~ (z) COS 'P(/J 

Unv2 = P~ (z) sin vcp 

v =O, 1, 2 .... n 

"' = 1, 2 .... n. 
~ (112) 

De funktie P~ (z) is de pde aan het LEGENDRE-polynoom van de 

nde orde toegevoegde funktie: 

(113) 

Daar de funkties u een z.g. volledig systeem vormen, kan ge
steld worden 

n 

v (z, cp) = .[. .[. P~ (z) . (anv cos vcp + bnv sin vcp). (114) 
n = O v= o 

De voorwaarde (55a) stelt aan de ontwikkeling (114) geen be
paalde eischen, immers is wegens (113) in de polen 

P~ (z) =O voor "'=/=-O. 

En daar v in de polen geen singulariteiten bezit is de verplaatsings
componente van de pool in het bolvlak, die zich samenstelt uit 'IJl 

en x, ondubbelzinnig bepaald door (114) in combinatie met (99), 
zoodat met (114) tevens steeds voldaan wordt aan de voorwaarden 
(55b, e). 

Substitutie van (114) in vergelijking (110) 

H(v)-J.v =K 

geeft, omdat de bolfunkties voldoen aan (1,11 a) 

,......, n 

~ ~ [n (n + 1)- 2] p~ (z) (a,wCOS V<p + bnvSin V<p)-

n 
(115) 

-J..[..[. P~ (z) (anv cos vcp + bnv sin vcp) =K. 
n=ov==o 
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Substitutie van (114) in (109) geeft 

n 

fJ k k P: (z) (anv cos 'JI(/)+ bnv sin Pcp) +y K =O. (116) 
n = O v = O 

Daar de bolfunkties lineair onafhankelijk zijn, wordt aan (115) 
en (116) alleen voldaan, indien de coefficient van iedere bolfunktie 
gelijk nul is. Hierbij moet in het oog gehouden worden, dat K,. 
ontwikkeld in bolfunkties, wordt gegeven door 

K =KP0 (z). 

Vergelijking (115) levert op: 

[n (n + 1)-2- A.] anv =O ¡ n = 1, 2,.. f'OooJ 

[n (n + 1)- 2 -l] bnv =O 'JI =O, 1, 2, .... n 
(117 a) 

[-2-l]a 00 =K, (117b) 

en vergelijking (116) geeft: 

{Janv = O ¡ n = 1 , 2,. . . . . ,..... 
{Jbnv = o 'JI = o, 1 , 2, . . . . . n 

(liSa) 

fJaoo + yK =O. (118b) 

Uit (117) en (118) volgt dat anv en b,v, voor zoover n :::¡:.O, slechts 
dan van nul kunnen verschillen, indien: 

l = n (n + 1) - 2 ~ 
{J = 0 ~ n = 1, 2, . .... ,......,, 

(119a) 
(119b) 

terwijl a 00 slechts ongelijk nul kan zijn, indien de determinant van 
(117b) en (118b) gelijk nul is 

ll t 2 
; 1 =O n =O. (120) 

N a da t aan l eenmaal e en der waarden ( 119a) gegeven is, volgen 
uit de vergelijkingen (106) en (119b) bepaalde waarden voor de 
grootheden a en c. In het midden latend of deze vergelijkingen een 
of meerdere stellen wortels a en e bezitten, beteekent dit, dat 
met de reeks van l-waarden (119a) zekere uitwendige belastingen 
overeenkomen, bij welke knik mogelijk is. 

Indien de parameter l één der door (119a) gedefinieerde waar-
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den .ln bezit en de bijbehoorende wortel e niet tevens bij een andere 
l-waarde kan optreden, is de oplossing v slechts samengesteld uit 
bolfunkties van de nde orde, omdat aan (117 a), voor zoover deze 
vergelijking betrekking heeft op de overige bolfunkties, slechts 
voldaan kan worden met ami-' = bml-' =O (m =f. n). 

u 

Vn (z, cp) = I:.P; (z) (anvCOSvcp+bnvsinvcp) n = 1, 2, ... O"J. (121) 
v= o 

Hierin kunnen anv en bnv nog iedere waarde hebben, zoodat de bij 
een zekere .l-waarde behoorende knikvormen lineair zijn in de 
2n + 1 eigenfunkties ( 112). 

De oplossing der differentiaalvergelijkingen is echter samen
gesteld uit de willekeurige combinatie van meerdere funkties (121 ), 
indien de mogelijkheid van meerdere .l-waarden bestaat bij de 
gegeven grootte der uitwendige belasting, dus bij gegeven c. 

e - De eigenwaarden 

Bij een gegeven door n gekarakteriseerden knikvorm is l n door 
(119a) bepaald. Hierna volgen a en e uit (106) en (119b). 

Uit (1 06) volgt 

m+c-um 
1 
-a = .l · m + 1 + 2c + l (m + e)" 

Aan (119b) wordt dus steeds voldaan bij iedere waarde van e 
indien .l = O. Hiermee komt overeen n = 1 met de bijbehoorende 
verplaa tsingen 

v (1J, cp) = a10 cos 1} + a11 sin{} cos cp + b11 sin{} sin cp. 

Dat bij dit systeem van verplaatsingen bij iedere grootte der be
lasting aan de evenwichtsvergelijkingen wordt voldaan is triviaal, 
omdat het slechts een translatie van den bol in zijn geheel voor
stelt. 

Na uitsluiting van deze triviale oplossing treedt in de plaats 
van (119b) 

1-a 
- -.l- [2 (m + 1 + 2c) + .l (.l + 2) um J + a (m + 1 + 2c) -

-u(m+1)+c(1-~)=o. (122) 
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Door eliminatie van a tusschen (1 06) en (122) ontstaat een ver
gelijking in e en l. Tot nu toe werden in de differentiaalverge
lijkingen termen, welke van de orde e2, ex of x2 waren, verwaar
loosd. Daarom moeten deze producten ook nu in de vergelijking 
van e en l consequent verwaarloosd worden. Het resultaat van de 
eliminatie van a is dan: 

h2 
m2- 1 + 3a2 [A. (A.+ 2) m2- m2 + 1 J 

e= 2h (123) 
m (A. - 1) + 3 - - (A.m + m + 1) 

a 

Na invoering van (54) en van de meer gebruikelijke elasticiteits
constante 

volgt 

h2 [ m2 ] 1 + - Á (A. + 2) -- - 1 
3a2 m2 -1 

(124) 
3 2h ( 1 ) . A.-1+--- A.+1+-

m a m 

en waarin A. één der termen van de rekenkundige reeks van de 
tweede orde 4, 10, 18, 28, 40, 54, .... is. 

Formule (124) geeft als funktie van l het systeem van span
ningen, bij welke de uitwendig gelijkmatig helaste bol kan knikken· 
Onder al deze knikspanningen is in het bijzonder de kleinste van 
beteekenis. Indien in (124) A. opgevat wordt als een continu ver
anderlijke grootheid - wat zij inderdaad niet is -, neemt 

ii•l 
zijn kleinste waarde aan bij die waarde A.11 voor welke 

d S0 jE =O 
dA. . 
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Op deze wijze volgt 

l = !!_ 1/3 (m2- 1) + ( 1- ~) (125) 
1 h r m2 m 

en 

(- i•)min. = 
2
: V 3 (;~ 1) ( 1 +! · [z+(z-~) V 3 (m":~ 1)]) · 

(126) 

In het algemeen zal A-1 niet tot het systeem van getallen (119a) 
behooren. De kleinste knikspanning is dan grooter dan uit (126) 
volgen zou, en wordt gevonden bij één van de twee opeenvolgende 
A.-waarden, waartusschen A.1 ligt. 

Een knikvorm, die nog in het bijzonder aandacht verdient is 
het geval n = O. Daar P 0 (z) = 1 is dit het knikgeval, waarbij de 
bol zijn bolvorm behoudt doch in afmeting onbepaald is. Uit 
de voorwaarde (120) volgt voor de bijbehoorende knikspanning 

h2 
1--

So 1 m 3a2 

E=3·m-1· 2h" 
1--

3a 

(127) 

Dit knikgeval is het eenige met positieve spanning. Indien de wand 
zeer dun is, kan de uitwendige belasting p vervangen worden door 
een inwendige, zonder dat (127) zijn geldigheid verliest. De bol
wand knikt dan uit onder inwendigen overdruk. 

Echter komt aan dit resultaat weinig zakelijke beteekenis toe, 
omdat het geacht moet worden te vallen buiten het gebied, waar 
de als grondslag genomen stabiliteitstheorie geldigheid bezit. Im
mers zijn de rekken hier > ·1/ 3 , zoodat de veronderstelling over de 
verwaarloosbaarheid van de kwadraten der vervormingen ten 
opzich te van de eenheid hier niet meer van toepassing kan zijn. 

Deze zelfde opmerking geldt ook in meerdere of mindere mate 
voor alle andere kleinere n-waarden, zooals bij de in het vorige 
hoofdstuk behandelde gevallen. Deze knikvormen zijn gekarak
teriseerd door de volgende n-waarden: de tetraedrische door n = 3, 
die volgens zes- en achtvlak door n = 4, en de knikvorm volgens 
twaalf- en twinrigvlak door n = 6. 

7 
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In mechanisch opzicht vertoonen deze polyedrische knikvormen 
geen bijzonderheden, welke ook niet bij de overige aanwezig zijn. 
Zij zijn samengesteld uit een aantal eigenfunkties, die alle bol
funkties van dende orde zijn, en welke ieder voor zich de polyedri
sche structuur missen. 

De bij de nde eigenwaarde behoorende eigenfunkties zijn a11e 
bolfunkties van de nde orde. Een niet-rotatorisch-symmetrische 
knikvorm heeft dus, daar hij uit bolfunkties van de nde orde is 
samengesteld, dezelfde eigenwaarde als de rotatorisch-symme
trische knikvorm van dezelfde orde. Het systeem van eigenwaarden, 

Fig. 15. 

dat bij het volledig systeem van eigenfunkties behoort, hetwelk 
voldoet aan (99), is dus hetzeJfde als het systeem van eigenwaarden, 
dat bij de axiaal symmetrische eigenfunkties behoort, en dat door 
ZoELL Y en SCHWERIN is bepaald. -Geschreven in de hier gebezigde 
notatie is de knikspanning volgens ZoELL Y en SCHWERIN 

S 1 m2 h2 

- E
0 

= l + 1 + (l + 1) m2 - 1 · 3a2' (
128) 
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De formule (124) is niet identiek met (128); beide formules gaan 
echter in elkaar over bij groote waarden van A., waarbij n.l. de een
heid tegenover l verwaarloosbaar is. De verschillen tusschen (124) 
en (128) zijn dus van secundairen aard en moeten worden toege
schreven aan de ongelijkheid in aangenomen elasticiteitswet, aan 
den door ZoELL Y vereenvoudigden spanningstoestand I, en aan 
een door hem toegepaste ruimere verwaarloozing van kleine ter
men bij de opstelling van zijn differentiaalvergelijkingen. 

Over de beteekenis van deze verschillen geeft fig. 15, waarin 

- ~o voor verschillende kleine .1.-waarden is uitgezet als funktie 

h 
van -a' een indruk. Tevens blijkt eruit hoe bij bepaalde waarden 

van ~en ~~ die gevonden worden uit de snijpunten van twee 

lijnen A., knik mogelijk is volgens de knikvormen, die bij deze 
beide .l-waarden behooren. In deze bijzondere gevallen stelt de 
algemeene oplossing der differentiaalvergelijkingen zich dus samen 
uit de combinatie van de twee bijbehoorende funkties (121). 

§ 2- DE ALGEMEENHEID VAN DE VERKREGEN OPLOSSING 

a - Algemeene substitutie 

Door de substitutie van (99) werden de drie differentiaalverge
lijkingen sterk vereenvoudigd, echter ging deze vereenvoudiging 
ten koste van de algemeenheid. Zonder dat de algemeenheid ver
loren gaat kan een substitutie worden uitgevoerd, die de in § 1 
toegepaste substitutie als bijzonder geval omvat, en die tot ver
eenvoudigingen van gelijken aard aanleiding gev:en moet. In de 
plaats van de funkties 'lfJ (z, cp) en x (z, cp) worden nu funkties 
P (z, cp) en X (z,cp) gesteld, welke met de eerstgenoemde samen
hangen volgens 

-- (Jl]f 
'lfJ (z, cp) = yl - z2 ~ 

-- 1 C1X yl -z2 • X (z, cp) =- --
yl - z2 C1cp 

7* 
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Met deze wijze van definieeren van 'l' en X hangt samen, dat 
bij gegeven funkties 1p en x de funkties 'l' en X niet ondubbelzinnig 
bepaald zijn: 'l' kan nog met iedere funktie f (cp) en X nog met 
iedere funktie g (z) vermeerderd worden. 

Indien 'l' =X =- av, stelt (129) de in § 1 gegeven groep van 
oplossingen voor. 

Substitutie van (129) in de differentiaalvergelijkingen (53) geeft 
aanleiding tot de vergelijkingen 

e (z, rp) =-VI - ··~! (m+I +2c) ('l'+v)+(m + c) H ('l')+ 

+ H( )+
m+1+2c _1_()2('1'-..X)~ = 0 (130a) 

xm v 2 . 1 2 2 • -z ()cp 

<1> (z, rp) -V 1 ,~ l (m+ 1 +2c) (X+ v) + (m + c) JI (X)+ 
1 - z2 o<p 

+xmH (v) +m+ 1 +2c [- (1 - z2) ()

2 

('l'- X)+ (130b) 
2 ()z2 

+2z () ('l' - X)l 1 =O. 
()z ' 

Omdat voor het volgende ,de vorm van de vergelijking 

R (z, cp) =O 

niet essentieel is, wordt het resultaat van de substitutie van (129) 
hier onvermeld gelaten. 

Uit de vergelijkingen (130) kan een vergelijking in 'l'- X ver-
kregen worden: · 

1 -. ()@ (z, cp) +!(y1 - z . rp (z ))=--m -1 H ()2('1'-X) =O. 
y'1 - z2 ()cp ()z ' <p 2 ()z()cp 

De differentiaalvergelijking, waaraan 'l'- X moet voldoen, is dus 

()2 ('l'- X) 
H ()z()cp =O. (131) 

De grootheid 

----~~- - - - - - - - --- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
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heeft een physische beteekenis. Uit (1 29) volgt n.l. 

()2 (rJf - X) 
()z()cp 

1 ()1p + () (1 - z2
) X 

y1 - · z2 ()cp ()z 

en volgens (42) is deze funktie van 1p en x gelijk aan -2m~</>, de 
rotatiecomponente in het vlak van den bol. 

()2 ('P - X) 
()z()cp = -2m&,¡,. (132) 

V ergelij king ( 1 3 1 ) gaa t d us o ver in 

H (m&,¡,) = O. (I 33) 

De oplossing van (I 33) moet voldoen aan de voorwaarde, dat 
w&,p ook in de polen analytisch blijft. Om gelijke redenen als in § 1 
golden ten opzichte van de funktie v (z, cp) moet dan ook hier de 
funktie m{},¡, (z, cp) ontwikkelbaar zijn volgens bolfunkties van de 
eerste soort. 

n 

m&,¡, (z, cp) = 1:, 1:, P; (z) (anv cos vcp + bnv sin vq;). (134) 
n = O v= o 

Substitutie van (134) in (133) geeft in verband met (lila) 

n 

1:, 1:, [n (n + 1)- 2] P;(z) (anv cos vcp + bnv sin vq;) =O. (135) 
n=o v=o 

Wegens de lineaire onafhankelijkheid der bolfunkties onderling 
wordt aan (135) slechts voldaan indien: 

[n (n + 1) - 2] anv =O 
[n (n + 1)- 2] b,v =O, 

zoodat anv en bnv slechts ongelijk nul kunnen zijn indien n =l. 
De algemeene oplossing van (133) wordt dus gevormd door 

m~4> (ff, cp) = a10 cos {} + a11 sin {} cos cp + b11 sin {} sin cp. 

Deze oplossing is triviaal, omdat zij een willekeurige rotatie van 
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den bol voorstelt en daarom in mechanisch opzicht onbelangrijk 
is. Met uitsluiting van deze triviale oplossing volgt nu 

W{}cf> =O, 

zoodat na dubbele integratie van (132) volgt 

1Jf- X=- 1 (cp) + g (z). (136) 

Door de wijze, waarop 1Jf en X gedifinieerd zijn, kan aan de eerste 
dezer funkties nog 1 ( cp) en aan de tweede g (z) worden toegevoegd, 
zonder dat hun mechanische beteekenis eenige wijziging onder
gaat. In de plaats van (136) mag dus gesteld worden 

1Jf- X= O. (137) 

b - De potentiaal der verplaatsingen in het bolvlak 

Na invoering van (137) in (130a, b) volgt, indien X geelimineerd 
wordt, (130a) over z en (130b) over cp gerntegreerd wordt 

(m+ 1 + 2c) (lJf + v) +(m+ e) H (1Jf) + xmH (v) =K, (138a) 

waarin K een willekeurige constante is. Omdat de absolute grootte 
van 1Jf geen physische beteekenis heeft, kan aan deze funktie steeds 
een willekeurig constant bedrag worden toegevoegd, zonder dat 
dit van essentieelen invloed is op de differentiaalvergelijking. 
Door deze toevoeging kan echter steeds het linkerlid der verge
lijking (138) met het bedrag K venneerderd worden, zoodat in het 
algemeen het rechterlid van (138) gelijk nul gesteld kan worden. 

Substitutie van (129) en (137) in (53c) geeft 

R (z, rp) ~- (m+l +2c) [2 (P+v)+H (P) J- [" (m+l)

-e ( 1 -
2
:) ]H (v) -"m[ HH (P+v)+2H(P+v) J =0. (138b) 

De funktie lJf staat tot de verplaatsingscomponenten 1p en X 
in dezelfde relatie als de funktie- áv in de vergelijking (99). Uit 
(99) volgde 1), dat av, in ieder punt van den bol radiaaluit gezet, 

l) Vergelijk hoofdstuk IV, § 5. 



103 

een oppervlak vormt, waarvan de hellingen evenredig zijn met de 
verplaatsingen in het bolvlak. Dezelfde bet kenis heeft dan ook 
nu het P-vlak, dat ontstaat indien P ({}, q;) radiaal op het bol
oppervlak wordt uitgezet: de hoek tusschen het raakvlak aan den 
bol in het punt {}, q; en het raakvlak aan P ({}, q;) is evenredig met 
de verplaatsingscomponente in het bolvlak van het punt {}, q;; 
verder staat de snijlijn der genoemde raakvlakken loodrecht op de 
richting van deze verplaatsing. 

De funktie P mag daarom worden opgevat als de potentiaal
funkte van de verplaatsingen in den bolwand . 

De voorwaarden, dat de verplaatsing in de omgeving der polen 
analytisch zijn moet, stelt aan de funktie P den eisch, dat ook 
zij in de omgeving der polen analytisch is . Pis dus ontwikkelbaar 
op gelijke wijze als v. 

n 

P (z, q;) = k k P; (z) (anvCOS "IP + bnv sin "IP) (139a) 
n = o v= o 

n 

V (z, q;) =k k P~ (z) (cnv cos "IP + dnv sin 11q;) (I 39b) 
n=o v= o 

Substitutie van (139a, b) in (138a, b) geeft bij gelijktijdige toe
passing van de eigenschap (111 a) der bolfunkties 

n 

k k [(m+I +2c)+An (m+c)] P~ (anv cos vq;+bnv sin v<p)+ 
n=o v=o 

n 

n=o v=o 

l;. ~ -(ln + 2) [ (m+ 1 + 2c) + .ln •m] P~ (z) ( tlnv cos "9'+ bnv sin "'1' )+ 

.-..- n 

+ kk-!2 (m+l+2c)+ln [" (m+l)-c (1 _ :h)]+ 
n=o v= o 

+ .ln (An + 2)><m t P; (z) (Cnv e os r'l'+dnv sin "'1') = O, 

waarin An =n (n + 1)- 2. 



104 

Wegens de lineaire onafhankelijkheid der bolfunkties wordt aan 
bovenstaande voorwaarden slechts voldaan, indien voor iede1e com
binatie van n en v geldt: 

[(m+ 1 +2c) +ln (m+c)] anv+ [(m+ 1 +2c) +ln xm] Cnv =O 

(l.+2) [(m+ 1 +2c)+A. xm] a •• + jz (m+ 1 +2c) + 
(140) 

+ln [" (m+ 1)- e ( 1 - ~)] +A.(.l• +2) "m¡ Cnv =O. 

Dezelfde betrekkingen, doch inplaats van met de coefficienten 
a en e met de coefficienten b en d, stellen de voorwaarden, waaraan 
b en d moeten voldoen. 

De coefficienten anv en Cnv (of bnv en dnv) kunnen alleen dan 
ongelijk nul zijn, indien de beide bijbehoorende vergelijkingen 
(140) afhankelijk zijn. Na substitutie van 

anv -=-anv 
Cnv 

en deeling van (140) door env ontstaat een tweetal vergelijkingen, 
dat volkomen gelijk is aan het stel (106) en (119b). 

Eliminatie van anv geeft tusschen e en l n de betrekking (123), 
welke ook hier het systeem van eigenwaarden e bepaalt. Bij een 
bepaalde eigenwaarde e laat (123), behoudens in de gevallen waarop 
in het eind van§ 1 werd gedoeld, slechts een enkele ln-waarde toe, 
d. w. z. de bijbehoorende eigenfunkties zijn 

n 

Pn (z, cp) = 1:. P~ (z) (anv cos vcp + bnv sin vcp) 
v=o 1 (141) 

1 

n 

Vn (z, cp) = 1:. P~ (z) (cnv cos vcp + dnv sin vcp) 
v= o 

De coefficienten der lineaire vergelijkingen (140) zijn onafhan
kelijk van het getal v, zoodat de wortel anv slechts afhankelijk is 
van ln en e; en dus alleen van n afhankelijk is. 

v =O, 1, 2 .... n. 
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Dit ingevoerd in (141) geeft de algemeene eigenschap, welke de 
eigenfunkties van dit bolprobleem bezitten 

P, (z, fP) =- a,v, (z, qJ). (142) 

Hiermede is de noodzakelijkheid van de in § l ingevoerde relatie 
(99) aangetoond. Dit resultaat laat zich als volgt formuleeren: de 
verplaatsingen in de richting loodrecht op den bolwand hebben ten 
opzichte van de verplaatsingen in het vlak van den bolwand de 
beteekenis van potentiaal. 





STELLINGEN 

I 

De methoden van RITZ en GALERKIN voor de bepaling van 
benaderingsoplossingen van de gewone elasticiteitsvergelijkingen 
kunnen ook worden gebruikt bij de oplossing van de algemeenere, 
door BIEZENO en HENCKY opgestelde elasticiteitsvergelijkingen 1). 

Ook voor het tweede geval kan de identiteit der beide methoden 
-die voor het eerste geval reeds vaststond 2) - worden bewezen. 

1) C. B. BIEZENO and H. HENCKY: On the Genera l Theory of Elastic 
Stability. Proc. K. A. v. W.r Vol. XXXI, No. 6, Equation (6abc) . 

2) C. B. BIEZENO: Over een vereenvoudiging en over een uitbreiding 
van de methode van RITz-,CHRISTIAAN HuYGENS", 3e Jaargang 
1923-'24, No. II . 

II 

Het knikgeval bij de dunwandige, door wringende koppels in 
haar uiteinden helaste buis, waarbij deze in haar dwarsdoorsnede 
cirkelvormig blijft, en waarbij de middelpunten dezer dwarsdoor
sneden zich in een schroeflijn plaatsen, wordt volgens SCHWERIN 1) 

bereikt bij een belasting, die 

l-a 
maal zoo groot is als de belasting, bij welke volgens GREENHILL 2) 

de buis uitknikt (a = getal van PoissoN). Indien bij de berekening 
van het kritisch wringend moment wordt uitgegaan van de sta
biliteitstheorie van, BIEZENO en HENCKY, wordt de door GREEN
HILL afg~leide waarde bevestigd. 

1) E. ScHWERIN: Die Torsionsstabilitat des Dünnwandigen Rohres. 
Proc. of the 1st Intern. Congr. for Appl. Mech. Delft 1924, p . 255. 

2) A. G. GREENHILL: Proc. of the Institution of Mech. Engineers 1883, 
p. 183. 

A. VAN DER NEUT. 
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III 

Bij prismatische balken, waarvan de dwarsdoorsnede meer
voudig samenhangend is, en die uit dunne wanden zijn samen
gesteld, is bij buiging door dwarskracht de lijnintegraal der schuif
spanning langs iedere in zichzelf gesloten, binnen de dwarsdoor
snede verloopende, lijn gelijk nul. 

IV 

De secundaire momenten in de doorgaande gordingen van vak
werkliggers met constante hoogte worden goed benaderd, indien 
de kromming van de gording verondersteld wordt gelijk te zijn 
aan de kromming van den balk, die in iedere dwarsdoorsnede 
dezelfde buigingsstijfheid heeft als de vakwerkligger. 

V 

Wanneer gedurende korten tijd een axiale kracht werkt op een 
slanke, nagenoeg rechte, staaf, is de intensiteit van den stoot niet 
de, voor de belasting van de staaf, beslissende grootheid. 

vr 
De door BACH 1) gegeven voorstelling van het gedrag van den 

gebogen balk, volgens welke de balk zou bestaan uit zkh in zijn 
lengterichting uitstrekkende vezels, werkt misleidend, zooals blijkt 
uit de foutieve conclusies, waartoe deze beschouwingswijze aan
leiding geeft, wanneer een zekere wisselwerking der vezels ten. 
gevolge van de dwarscontractie wordt verwacht, die in werkelijk
heid fictief is. 

l) C. BACH und R. BAUMANN: Elastizitat und Festigkeit. 9. Auflage 
Berlín 1924, S. 263 u. f . 

VII 

Bij Compound-zuigerstoomwerktuigen volgens het systeem van 
WooLF verdient het aanbeveling de vullingen van den H. D.
cylinder aan de beide zuigerzijden zoodanig te kiezen, dat de totale 
expansieverhouding voor beide cylinderzijden dezelfde is. 
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VIII 

Ten onrechte acht STUMPF volledige uitbalanceering van zijn 
Compound-scheepsma~hine mogelijk 1). 

1) Werft, Reederei, Hafen, 22 J u ni 1927. 

IX 

De door PRANDTL 1) gegeven beschouwingen over de richting 
van de ter plaatse van een gebonden wervel op de vloeistof uitge
oefende, kracht, leveren nog niet het bewijs, dat deze richting 
loodrecht staat op de plaatselijke stroomingsrichting. 

1) L. PRANDTL: Tragflügeltheorie I, Nachrichten von der Konigl. 
Gesellsch. der Wissensch . zu Gottingen 1918, S . 459. 

X 

De grootste belastingen, aan welke verkeersvliegtuigen bij nor
maal gebruik in de lucht worden onderworpen, treden op ten 
gevolge van atmospherische storingen. 

XI 

Het vlieggeval met ver naar achteren gelegen drukpunt, dat 
algemeen in belastingsvoorschriften voor verkeersvliegtuigen is 
opgenomen, en dat meestal beslissend is bij het bepalen der af
metingen van den achterligger in vleugels van het twee-ligger
systeem, correspondeert niet met een, bij normaal gebruik van een . 
verkeersvliegtuig mogelijken, belastingstoestand. 

XII 

De oplossing van de differentiaalvergelijkingen voor den vrij
dragenden al of niet bekleeden vleugel met ribverband met behulp 
van machtreeksen 1) leidt alleen dan tot practisch-convergente 
reeksen, indien de verhouding van de torsiestijfheid der vleugel
doorsnede tot de buigingsstijfheid der langsliggers klein is in de 
omgeving van het vleugeluiteinde. 



IV 

Bij naar de uiteinden dunner wordende vleugels, welke met 
triplex bekleed zijn, wordt niet aan deze voorwaarde voldaan. 

1) C. KoNING: De invloed van het ribverband op de sterkte van vlieg
tuigvleugels IV, R. S. L.-Rapport V. 357. (De Ingenieur 1931, 
No. 3 en Verslagen en Verhandelingen van den R. S . L., Deel VI, 
1931, blz. 35). 

XIII 

De oplossing van de in stelling XII genoemde vergelijkingen kan 
op eenvoudige wijze door toepassing van differentie-rekening wor_ 
den benaderd. 

XIV 

De afschuiving van de doosliggers in houten vleugels is van niet 
te verwaarloozen beteekenis voor den invloed van het ribverband 
op de spanningsverdeeling onder torsiebelasting. 

XV 

Plotselinge dikteveranderingen in de bekleeding van vliegtuig
vleugels veroorzaken bij buiging van den vleugel in deze bekleeding 
plaatselijk hooge schuifspanningen, · welke van dezelfde orde van 
grootte zijn als de schuifspanningen, die er in optreden bij torsie. 

XVI 

Bij vliegproeven kunnen zoowel de door de strooming om den 
thennometer veroorzaakte miswijzing als de traagheid van den 
thermometer, fouten in de temperatuursmeting van de lucht 
tengevolge hebben, die van practisch belang kunnen worden bij 
de in de toekomst te verwachten vliegtuigprestaties. 

XVII 

In de discussie over de samenstelling van het wiskunde-onder
wijs aan middelbare scholen moet niet in de eerste plaats tot norm 
gesteld worden de practische waarde van het onderwezene met het 
oog op zijn toepassingen, doch veeleer zijn beteekenis als hulp
middel ter vorming van het exact denken. 



ERRATA. 

Blz. in plaats van: te lezen: 

15 formule (13) (S' mn) S' 
1+ .6 - m1'l 

( S'mn S' ) 
1 + ,6- m?t 

21 formule (21), 4de regel w, rocfo, 

sinx sin-& 

30 5de regel -ao-cfo G&cfo 

36 formule (39) 5de regel e, (A. o') e, (A. a') 

38 formule ( 42), 3de regel 
-a2vo -a2vo 

sin2 a-&cp2 sin2D 'acp2 

39 formule (43c), 4de regel 
-a3x -a3x 

a-&2-acp a-&2-acp 







FECHA DE DEVOLUCION. 

El lector se obliga a devolver este libro 
antes del vencimiento de préstamo señala
do por el último sello. 






