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I N LEI D I N O. 

Intlion wc op een ijr.ercn riug op ondcrling gclijkc n..fst::wrlen 
ceu CYCll nnntn.l, = 2p, gelijke .'>poeleu an..nbrengen, welke we 
on<lorling en met een elect.rische stroombron zooda.nig verbinden, 
dn..t oen stroom, dien we ous voorloopig constant dcnken, de op­
volgondc spoelen telkens in omgekecrdcn zin doorloopt, zoo zn..l 
hot magnetisch Yeld, ont<st;tn..ncle ondcr don indocd Yn..n dezen 
stroom, hicrdoor gekenmerkt zijn, dnt op don ring mn.gncetpolen 
ontstaa.n, welke, n.fgezien vn.n hnn ,·orschil in tccken, onderling 
gclijk újn, en waarvan de bcgrcnzingcn sn.m.cnvn..llen met de 
midclons clcr spoeleu. 

Brcngen we op dcnzelfden riug een twcede systeem spoeleu 
n..n..n, gelijk n.n.n het eerste, en zenclon wc door doze spoelen even­
oons cen electrischen stroom, :r.oo zn.l ondo1· d en in vloed vn.n di t 
systcem cveneens een 2z1-polig mngnetisch vold o11tsta.an. 

Ue~ , mngnetisch" stnndsvorschil vnn boido veldcn ;;ml gelijk 
:djn ~mn het standsverschil der bcido g roepon spoelon, dnt we 
bijgevolg ook n.ls het magnetisch standsvcrschil der spoelen 
'l.tlllon an.nduíden. 

De sterkte vnn beide velden zn.l nfhn..nkelijk zijn vn.n de grootte 
dcr stroomon in de beide groepen, en , mits de 1nagnetiseoring 
v:111 dcn ring nergens de grons dor vcrzndigillg nabij komt, 
wllcn we ele sterkte der velden a.ls evenredig mct de siroom­
stcrktcn mogen bcschotrwen. 

Het resnltecrencl magnetisch veld znl blijkbn.ar eYcnecns een 
:2jJ-polig velcl zijn, wn.:trYan echtcr· de ligging dcr polen n.f­
hankclijk is Yn..n het mn.gnetisch stn.mls\·crschi1 der heide groepen, 
en vn..n de verhonding cler beidc stroontstcrkten. we1ke \\·e ons 
tot tlnsverrr. nog stceds al::; constant hchb011 voorgcstelcl. 



Lnten we thans c1 en s troom in een dcr beitle grocpen afnc!llen, 
zoo YCTplaatsen zich de polcll naar don stand, wclkc11 zo zonrlcn 
innem en indien de twecde g roep a llcen annwezig wn.!::'. <.;n om­
gek ecrd . 

JielJbe n we te cloen 1nct wissels troomen, welke ten Op7 .. ichtc vtul 
elJ.,:;lnr ecn v erscl1 i l i n phase hczi tt <.;n. zoo zn.l do vcrhom1 i n g tus:':ehcn 
b cide stroorns terktcn voo r tdu rencl vcrn .. mlercn : 111 . :t. w. h ot, mag­
ne Lisch veld za l úct1 continu verplaat:;cn, ún het bl1jkt 1110gclijk 
te zijn standsvcrsehil en phasevcrsch il zoou;tnig to kiezcn. clnt 
deze verplaatsing va.n h et m agnctiscl • vcld bij bewv1ering o~er­

eenkonJt m et cene <.;eupa rige rotntie-boweging. 
F er r a ri s was de eerstc dic, in 'ISXX, op deze wijze ccn rot.ce rend 

v eld verkreeg met bchulp van· twce mag netisch noo ten opzi<..;htc 
van elkaar verpbatsLc wissclstroomeJl van goli.Jkc s tc rkte met 
cen phaseverschil van oo~ . 

Eenigen tijd later ,,·crd zijn a rrnngement lloor v o n D o l i v o 
D o h r o w o l s k y in di er vocge gew i j zigd, da t; in pla<1ts Vttn twee, tlri e 
gelíjk sterke wisselstroomcn werclen gebezigd m et een m aguetisch 
s tan clsverschil en ccn versehil in phase van telkens líÜ

0
• 

De ontdekking van F er r a r i s leidde tot de uitviJllling vm1 den 
roeerphasigen inch1ctiemotor, cli c voor h et cerst in praclisch 
br uikba rcn vorm geeonstruccrrl ·werd door Dobrow o l sk y, en 
"·:1aran.n voor een goe<l deel ele snelle voonütgang der wisscl­
stroomtechnick in de laa tste 20 jnar te danken is. 

H et beginsel van den inductie-motor komt neer op het vol­
gende : 

Brengen we op de as v<1n de n eersteu Óllg ecn tweeden ring 
aan, welke over zijn geheelen omvang voorúen is van in zic}Jzolf 
kortgesloten windingen, zoo la.a. t zich d e werking van het rotee­
r end veld op dezen ring met behulp van df!n regcl van L e n'!.. 
a ls volgt verklaren. In ele kort.gesloten windingen zullen stroom.en 
ge!nduceerrl worclen, welke eenerzijds het veld verzwakken en 
waarop n.ndcrz\jds cloor dit veld kracbten worden uitgeoefenrl, 
,,· elke zoodanig zijn, dut zij eene rotatie van den ring in den zin 
dcr rotntie vn.n h et velcl trachten te veroorza.keu. 

Iurlien zich geen vreemde krachten tegen de rotatie van deu 
ring verzetten, zoo zal deze zich in beweging stellen en zich 
zoolm1g versnellen tot zíjn rotatiesnelheid gelijk gewordcn ís 



nan die van het ve1d. Gedureude deze versnelliug zullen de in 
de kortgesloteu windingen ge1nduceerde stroomen geleidelijk op 
O afnemen, en hiennede eveneens hun ne renctie op het roteerend 
veld: zoodra de ,synchrone" snelheid bereikt is zal de reactie 
van den ring op het veld, en hiermcde teYens de krachtswerking 
van het veld op den r·ing, hebben opgehouden ; ele ring Mffj't bij­
gevolg met een parige snelhcid rotecren. 

Pnssen we nu dit beginsel toe op een moiO?·, d. w. r.. laten 
we den r oteerendeu ring mechanischeu a rbeid verrichten, zoo 
r.al blijkbnar de synchronc snelheid niet bercil.:t kun nen worden : 
de omwentelingssnelbcid van clen .,rotor" zal steeds achte.r­
blijven bij die van het velcl, en \Vel iu meerclere mate nanrmate 
de motor z\\·aarder belast is. 

Door E lihu 'l' homson werd onderzocbt in hoeverre het 
verschijnsel gewijzigd wordt, inclieu op den vasten rinp; slechts 
één en k ele groop spoelen worclt aangebrach t, ·waarin een \rissel­
stroom circu leert, m. n. w. indien het roteerend veld cl oor e en 
wisselveld wordt vervangen . 

Hij vond da t in een rlergelijk velcl de rotor niet uit zichzelf iu 
beweging komt, cloch eenmaal door een oorzaak van buitenaf 
in be,veging gebracht, van zelf verder r0teert en in onbelasten 
toestand de ~nelheicl aanoeetnt, ove1·eellkomende ,111et die van 
een meerpllasen-systeern vau gelijke freqnentie. 

IIeL versch~jnsel lan.t úch gomakkelijk verklaren, indieu we 
opmerken, dat het eenphaseu-systeem van 'l' h o m s o n beschouwd 
kan \YOl'den als de superpositie van tweo tweephasen-systemen 
volgeus Ferrari s van gel ijke sterkte, doch wn.arvan ele phasen 
elkaar in omgekeerden zi11 opvolgen. 

In tlezo opvatting is beL wissolveld te beschouwen als resul­
taute van twee gelijke roteerende veltlen met gel ijke en tegen­
gesteld gerichte omweutelingssnelheclen. Zoolang de rotor sti l­
stnat heffen de ponderomotorische werkingen van beide velden 
ellmar o p. De reactie v an de in deu rotor gei'nduceerde stroomen 
is voor ieder cler beide rotcerenclc vclden aflw.nkelijk van de 
relatieve snelheid vnn den rotor ten opzichte van het beschou\Ydc 
ve1d, en dus bij stilstaanden rotor Yoor beide velden gelijk. 
Neemt evenwe] de rotor aan de rotatie van een der volden deel, 
zoo js het gevolg hiervan een nfname der react.ie op het in ge-



lijken zin ro teer cncl Ycld e n cenc toenalllC' dcr rcncLic Ojl l1 cl in 
tcgengestel<.lcn zin rotccrcnd veld . 

Zoodru dus an.n den rotor con ro!n.tic in b<'potaldcn zin is 
meegecleelrl nee111t het in dcnzelfdcn zin rotecn;nclc v<>ld cl0. OYCr­
hnn<l, en de werkiug Yall tlen motor z:d ~lccd s meer nadcrcn 
to t d i e van een motor mct rotccreml veld, naarmate zijn sncl ­
h eid meer 11n.deJ·L tot. <le syn clu·one . 

• 'tellen we ons tlwns de \Tnng of de YCrschijnseloH, waar­
mee wc hij een i!J(Juctie rllotor Le docn h ebben, inderdn.n.d zúó 
ecnvou<lig zijn n.ls wc ze in h et \· oo rgaande h(:ubon \'Oorgestcld, 
zoo moct in de cerst<: plan.ts wordcn uitgcmaakt of wo in heL 
UIT[tngcment van li'<'rrnri!i of van DobrCJwob; ky <le vcran­
<leringen, d i e het Ycld onclergnat. iu wcrkelijkhcitl kun nen om­
sc1Jrijvc n als eenc eeJI\'Oud igc rotatic, .-~n'lldc?· mec1· .' 

Om dcze Yra:Jg algcmccn te bt'anLwoordcn, dcnkcn wc ons 
0111 clen vastcn ring r gcl ijke grocpcn icdcr v:tn 2p spoclcn nnn-

] ,')()o 

gebracht, f:c}kcns JliCt Cell lllflgnctisch St.anclsvers<:hil Y:tll r ' 
en in dez<: groepen wissclst.roomon tclkcn~ met ccn phasevcr· 

st:hil Vtlll cvcnoons 
1 ~~lo. Op twec tijrlstippen, welkc b eL 2r tleel 

vnn de pcriodc cler wissel~trootnen verschillcn, z:Ll dan in de 
bcwikkcl i ttg v an ele n rin g dozelfde stroom vonlccling optreclen, 
ecl 1ter over (l en a.fstand va.n twcc opvolgcndc spoelcn, (lus ovcr 

1800 
ecn h oek = 

1
. verplantst. Hetzclfdc gelclt natunrlijk evenccns 

J) 
vnn de magnetischc vclclen op <lo beide bcscbouwdc tijdstippcn. 
Jndien we dus h et vchl alleen wnnrnernen op ecn n.nntal tijd­
~lippen, W<tarvan twcc opvolg<'tH.le t.&lkens het 2{" deel dor periotle 
vcrschillcn, 'l..OO vcrtoont het zich o.ls ccn vclcl van consta.nton 

vorm en slcrkte, roteerende mct een con~tnnte hoeksnelheid = - t•> , 

wna.l'in 1'' elo pulsntie der wissclstroomcn voorstelt. P 
lndien we ecbtor, uitgaande van ve::r.·cbillcn<le tijdstippcn, h et 

veld op dezc wijze waurnemen, zoo zullen we weliswan.r telkcns 
c<:: tt zelfde wan.rde dor con~tanto rotiLtiesoelheid constateercn, 
duch het veld zclf r.al in het algemeen telkens l>cpaalde voran­
dcri n g en j n ,·o r m en stcrkte ondcrgan.n hebbon. 

\\'e h ebbon slechts te doen met een q ua.si-roleerentl veld, 
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wn.arvnn de gew·iddelde omwentelingssnelheid bedraagt. p 
Slechts in ééu geval zullen we tot het optroden van ecn cen­

purig roteerencl veld va.n constantou vonn en sterkte mogen 
hesluiten , 11.1. indien f= (f.) is. 

Denken we ons eeu ring, gelijkmatig be~Yikkeld met een oneindig 
aa.ntal oncindig dnnne witu.lingen, welke in zich zelf zijn kort­
gesloten, en waarin wisselstroomen optreden v;m gelijke sterkte 
en mct een phaseverschil, da t voor de stroomen in t wee win­
dingen met een stnndsYerschil O gelijk is aan p O • 

In ele onclerstelling dat we te doen ltebben met enkelvoudige 
wisselstroomen, >vier pnlsatio = '" is, kunnen we de stroom­
sterkte ten tijde t in een \\·inding, bepaa.lcl door clen hoek 8, 
voorstellen door eene uitdrnkking van den vorm: 

i= I t/ 2. sin (<•>t- p8) 

De stroomverdeeling is clus hlijkban.r een :2 p-polige sinusoiclale, 

roteerencle met de hoekmelheicl ~. 
1) 

Zij zal aanleiding geven tot. het optreden Vftn een 2p-polig 
sinusoidaal mn.gnetisch veld, roteerend met clezelfde hoeksnelheid. 

Met ele bepaling van eeu dergelijk sinnsoidan.l vekl en het 
onclerzoek vn.n zijne eigenschappen ~mllen we ons iu clit proef­
schrift op de eerste plan.ts bezighonden, terw\j l we daarna den 
nard en de samenRtolling zullen 11agaan vnn de velden, optre· 
dende oncler den invloed der stroom verdeelingen in de prn.ctisch 
gebruikclijke wikkellugen vnn wisselstroommachinos. Dit onder­
zoek zal dtul in hoofdzank de ,-.olgende resultaten opleveren: 

De stroomverdcoling in eene één- of meerphnsige ~\'ikk&li n g k au 
steeds ontbonden worden in een oneindig aantal roteerende 
si nusojcl:tle stroom vertlcclingen, met ieder wuarvan een rotee­
rcnd. sinusoidaal veld ovcrccnkomt. l3ij meerphasige :2p-po1ige 
wikkelinp;e11 'l.nllen we nls hoo{tll'el.d vinllen ecn 2p-polig veld, 
roteerende in don zin, waarin de phasen elkanr in de wikkeling 
opvolgen, doch bovendien eon anntnl net·envelden: wan.rvan het 
aantnl polcn cen veclvoucl is vnn 2p, en welke afwisselencl in 
omgekeerdcn en in gelijken zin nwt het hoofa ,·eld roteeren. 

Bij ecnphasige wikkelingen vinden we daarentegen dut de 
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vehlen pnc!-?"f;.rJCicU'i optrcden mct g-clijk ruut tal polcn , .~clijkc 

sterktc, eu gelíj kc doch tegenge;,>telde omwcntclings:melheid. Ook 
hie rbij js het nnntal po lcn stceds deeJ1,:wr door 2p en i;,> ele 
ste rkte dcr bcide 2p-pol igc ,·cldcn in !t et algomecn l>cl;utgrijk 
g-rooter dan d ie t1or O\· e rige Yclclcn . 

Omtrent ele bepnling \'an het mngnotis(;l! ,·cld. ontstnan cl c o nr1er 
don i.nvloed cen er gogevcn stroom ven.lccl ing, vnlt het Yolgcnde 
o p t e m erke n : 

Bij d e hcrckcnin.~ van c lectrí sch c m:tchincs stolt mcn :r.ich 
in den r egel tcv retleu mct d e bepaling van d cn kraeht~troom 

per p ool, mct l>chulp dc r bekende form ulc van IIopkins o n: 

N l ,, •l I 
~ ,, J) = · n n 

l 

waarin do som mati e ni t te st.re kkcn is over <le vcrschillcndc d ecle n, 
wnarin men :t,Ích het bcschouwd e magnctisch circnit n "}rdeold 
denkt, e n \ra.'l.rin voo?· ÜJrlcr clezc1· cleelen wordcn voo rgosfclcl: 

d e gcnt irldoldc krnchtslroom (loor N 
do gem iddcl<le d oon;ncc.le cl oor lJ 
de gcmidcle1dc le ngte der lnachtlijnon door l 
de magnetische peru1eahiliteit door 1t 

tenvij l n I voorstclt h et aanb l s troom w i ndingen, o n ele r w i er i n vloed 
h e t veld in l10t bcschouwclo cireuit tot s t:Ln rl kom t. 

lndien w e te üoen h o b ben mct ecn , vol kom en" m t1.gnetisch 
ci rc uilí, d i. i rlllion de krach t:;troom j\Tovcral de;r.clfclc wnarde h ccft, 
kan de formnle ook n,ls volgt ge='chrcvon wonlen : 

N .. s l l = 4 11 n I 
fl· . 'J 

De coeffieient van N komt in v orrn oveTecn met do uitdrnkking 
voor Jen Ohm · ~chcn wccrHtan <l vn.n een d raaclvormige11 stroom­
gelcider, en ,,·orrlt a:uigeduid als do reluctn.ntie B van l1et 
circuit. 

Noemen \\"C -1 rr ?l r d e mag netomotorisch e krncltt Jll van het 
circu it, zoo k unn en we d e uitdrnkk ing vool· N bij een volkomcn 
cirenit a1s vo lgt sehijven : 

N -M -R 
welke u i tdrukking overeenkomt met do wet v a n O h m voor de 
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bcpaling nm ecn electrischen s troom in een geloider YO.n ge­
gcven weorst:..tnd omler dcn invloed eener gegoven electromoto­
rische kracht. 

Aangezien, vooropgestcld de Oll\'eran<1crlijkheicl Yan .u, de even­
rc<.ligh eid van N en Jli 'l:a.n zel;t' sp1'eekt, ligt in lan.tstgenoemde 
hctrckking eigcnlijk nicts bijzonders : zij tlefinicett ceuvoudig de 
rclucto.nlic R, on in cler.c op,·atling zullen we tle bctrekking dan 
ook in onr.u bcschomringon bij herhn.ling t.oepns:-;c n. 

Jiot bijzonderc in de prn:ctischc toepassing is gclege11 in de 
vooruitbcpn.ling der rcluctautic uit de afmctingcn en de geaardheid 
dor samenstcllende deelon van het circuit mct behulp van de 
bctrekking: 

l 
R=.s - D 

.'' 
De formule v::m H o p k i n s o n berust o p de a,l,gcmeen ,qeldige 

fonnnle : 

f !!. d s = -:l.nn! 
li 

tocgcpast op ceno willekcmige kmchtlijn van het circuit. waarin 
B de waarde dcr inductic ln.ny~ dc::c kl'achtlUn voorsteU. 

~ij worclt uit doze fo1 mnlc afgoJeicl door üwoering van 
N=BD 

en herust d us op de n.a.nnt\me dnt voo1· één der k·rachtl~j11en van 
het ci?·cn1't de indnctl:e !J overal gelijl.· i,<; (Utn de gcmiddclr/e waa?'(lc 
dcr inrlnctie ove1· 11ct nivcctlwlnl~ rloor h et hcschonwde pnnt der 
krttchll ij n, cc11 ondcrslelling, wnaran.n slocllf.s vohlan.n wordt in­
dion de afmctingen vn.n het beschomrde deel van het niveau­
vlnk oYCt·al zéér klein zijn in vergelijking met don k romtestraal 
clcr krach tlijn, m. a. \r. inclien 1uc te cloc11 hebben met een rlmad­
vormig cú·cnit. 

Bij gelijkstroom-machincs en in 't algcmecn bij mn.chines met 
vooruitspringemlc polen kitn mct voldocn(le nanwkenrigheicl het 
.,gemidc1el r1" verloop dcr krachtlijnen \\'Orden vast.gesteld, en 
levert de tocpnssing dcr Hopkinson'sche formule, met ge­
bruikmn.king vn.n 0011 a.n.ntal empi ri~ch V<t: tgcstcldo coeflh.:icnten, 
gecn em:tig bczwn.ar op. te mindcr dan.r wo b~j tleze m<tcbines 
over geen andere methollC ter yoonlitbcpt1.liug van het vcld be­
sehikken. 
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Bij m achines mct cout inu vcrdccldc wikkc lin~cn d aa rcnlúgl'n, 
U !Ct wclke ,...e ons uit ·lui tencl 7. tt llc n bczig hnudc n. l•e ru ~t icdc rc 
:'t -prioristisch c \'aststclling ,·a n ll c t kr:td tLlij llcn-trac:í·, cYctutls 
di e v a n ccnc , gcb.ücldeldu" km<:lt tl ijtl. op wivcre fanlasie. Ho ,·cn­
die n knnne n wij rcecl :-; :tfl. tt,.,Lo nds oplltcrkCtl tl:lt 11\- kracltllijncn 
van ccnzoUclc citTnit o ndcrling zcc t· bola11 g rijke versdtillc n zull c n 
ve rtoon en, w:wnloor op zie ltzclf de LOC Jm:o:,.:wlijkl tcid dc r Jfop­
k inson':-;eh c fonnul c rced:; nij L\\' ijl't·l<wh Lig \\'Ortlt. 

\Vo zull c n nu an n toonett, cl:tt jt 1i ~ t voor dcze kl:t,.:se \'::tn 
maohines het m:1.g ne ti:·H:h vcld ln11g:> :lndon' tt \\' t'~ lt :wwkcurig 
kan wo nlCIJ vaslgcstc ld, Ctl wc l tl oo r tlir c.: t·l <: in tcg r:d. i c 
d e r d i ff e r c ntiaa J-,· c ru· e l iJ.kiil"'ü ll ,,.<.; ]ke :l.l"·ome<.' ll tle 

b . :-'l ' :-") 

rn im to-vcnlcolilt ''. dc r tll :tt 'll <.: ti s(~ lt c i1tduet ie ht •J•: tl t· n ,· hi c rlJÍJ. zal M :""') 

cchte r LcvC II :> b lijkc n. d a t de lJ, co rie v:u t !101 lli:I .!.?: IHl Li!'clt circui t 
met el e op d oze \\·ij:r,c ve rkr<'g<' tl r t·,.:u lLalt· Jt i11 lcg0nspraak is, 
m. O.. \L dat voor tl c lli c r 1Jec1od d c ot :tehin C"' d t• ll teo ri c ,·an !tet 
Jwtgncliscb c ir<:u it tot onjnislc r csuHa tc n lcidL. 

D e dirccte inlegral ie de;r v e lcl-Yc rgclij k ing cn hecfL d :m bo\·cn­
die n nog he t ,·oordeel, dat zij ons nict :tllctm de ?Numlc ,·:m 
den k n tchts troom lecrt kc nne n. d oclt 011 s bl> \'Cnd ien cen na ll\r­
k eurig bee ld lcvert van d e IJCI'(/ccl ill_q d c r lll :tgnctische kraeh t­
lij n eu , dus van clen r onll, van h et ve ltl. 

De h eteck cnis hie r vn.n 7.ül l>lijkcn uit d e volge nd c oprne rking. 
Bij clectrische muchincs, wclke m cL COll s b11lc :; ptttllling on 

constn.ntc snclheid n.rueidon, l>ozit. el o niag n()ti seh c knu:lt tslr00 ill con 
nagc noeg constante waarcle. 

Door nu in de technischc theo ri ccn slccl!Ls <lcn !.Taclitst?·oom 
in to voeren, is men er uan gcwoo11 gcmakt lt ct. lllngneti sch 
11eld zelf a ls eeu cons tn.nte groo tbc i,l Lú hcs<:lt ouwcn. 

D nt dezc o pvatting niet jui st 1.-rm. zijtt sprec kL vnn zclf, aan­
gezicll h et vclc1 uJs overbre n gcr tle 1· krnch lswcrkingcn t.us,.:chen 
~tator 011 r ot0 r n oodzakclijk ccnc andc rc gccl:wnt o zal mocLe n 
n:tnttClllCll J,jj YCmlldering dcr ovcr Lo lmmgcn kraclil~"·c rkin~c n, 

dat \\' il zcg(rc n hiJ. vcr a ndc rit w van de bclasLino- clcr e lcctri!-:ch c n . ~ ~ 

m achine. 
Omtrent den n.ard d er vera ndcringcn, wc lkc h e t veld onde r­

gnuL b ij verandcring dcr l,clasting, wordcn \ro hij het ondo• zoek 

naar tle verdeeling van het vcld vollcdig ingclicht. 
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We znllcm vinden dat iedere sinnsoidale componente van h et 
vcl<l, welke in het algemeen niet symmetrisch is, op hare beurt, i s 
saa mgestelü uit twee symmetri sche sinusoid~tle velden van vor­
schillencl ka.rakter ; vallen de symrnetrie-lijncn dezer beide velden 
samen, :.~oo w.orden geene krachtswerkingen overgebracht : dit 
geschiedt eerst ;.:oodm ele ,enkelvondige" velden ten opúchte 
van elkaar \·erplaa.tst worclcn, en voor gegeven sterkte dezer 
velden blijkt dau de krachtsworking evenredig te zijn met den 
sinus van hun magnetisch stant1sver::;chil. 

'vVe :.~ n ll cn drm ook betrekkingen knnneu opstellen: wan.rdoor 
het mogolijk i.s de krachtsworking tusschon rotor en st,ttor on­
mic1dellij k u i t de vercleoling v au h et maguet.isch veld binnen 
het ontrcfer af te leide n. 

In de beide laatste hoofclstukkcn zijn de Yergel~jkingen afgeleid, 
welke bij nsynchrone motoreu voor gegeven klemspanning ele 
beide stroom vercleelingen bepalen als functies der omwentelings­
snelheid. 

Hiermede hehben we fe itelijk reeds h et gebied verlaten, waarop 
r.ich di t proefschrift beweegt: de theorie van het ?'otee?·end veld, 
en z\jn we overgegaan op h et gebiecl der mofo1"-th eorieen. 

De vergel~jkingen werclen opgestel<l om te knnnen aantoonen 
dat do verwaarlooúnrr der nevenvelden in de o·an o·bare motor-

~ o l:> 

theorieen leiclen kan tot <>Tootere onnanwkeurio·beid in de uit-::> o 
komsten dan gewoonlijk wordt aangenomen. 

Het zoeken naar practiscb. bruikbare methoden ter oplossing van 
deze vergel~jkingen vormt echter voor iedere bopaa1cle k lasse v an 
motoren het eigen lijke onclerwerp eener m.oto?·-theorie, en ligt clus 
geh eel huiten h et bestek van dit proefschrift . 

Ten slotte zij opgemerkt, dat in ome matbematischc be­
schouwingen, 1\'U.ar di t aan leiding gaf tot bekorting Vt'\.n het betoog 
of to t vereeu voudio-itw de1· fonn ules o·ebrnik o·emaakt. is v an 

h b . 't"' ~ 

vcctor-analytische voorstclli ngen Ilierbij újn de vector-groothedon 
tcr ol)derschoiding van scab.ire groothe~.len in het a1gemeen 
aangcd uid door vet gedrukte letters vn.n het typc A a, terwijl 
overigens de gebezigde vector-notaties in overeenstemming ge­
houden zijn met dic, ·welke d.oor Dr. 1\J. A b r a h a m en 
Dr. A . F ü p p l r.ijn gebezigd Ül hun bekencl werk , '1' h e o r i e 
<l e r E l ê k t r i z i t n t" . 
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TIOOFDS'l'UK I. 

Algemeene beschouwin gcn. 

Voor ecn gegeven vcrdeel ing vn.n: 
ele mngnctisehc pormeahi li tc i t !1 

en de clect,ri scbo ~trooming I 
is de verdccling der mn.gncti:-;clto indu cliu B bcpaald 1loo r de 
ditferentian l-vcrgelijkingcn: 

en 

met de grensconditie: 

div B = O 

e:url B = ..J. 1"( 1 
{l 

HebLen we te docn mct ecn wvcnlcoling, \\'Clkc onaflmnkclijk 
i:-; van don mao·ncti~wl1€m tocstanc1, en wa;~rl ,i]. clus de )>Crmcn.-o ' 
bi liteit in icder punt dcr ruimtc ecuo OllVCmlll1c rlijke wa:tn1o 
bez.it, zoo volgt uit. de bovon::;taamlc vcrgcl ijkingcn, d at de 
B-verdeeling eeu lin eairo functie is dcr 1-verdceling . 

.Bepa.lc tL we een scaln.ire functie ''' ;r,oodanig (lat voor oon gcgovon 
I- verdeel iug voldaan wordt aan: 

l v.,,= o 
Zoon.ls bekotH'l mag O!Hlcr:-;t,olcl w orden, i s er eon oncind i g 

aantal funcLies 'l nn.n te \\'ijzc n, welke an.11 elo hovcnsL:tnnde 
differentiaal-vergelijk i n g voldoen. 

Zijn '' en {J twce funeti es, welke nan do vergel ijking ident iek 
volc1ocn, en waartnsschen geene bctrekking bcsta.at ,.tlll c1cn vornt 

rf = <}J (1x) 
zoo is de nJgemeene oplossing der vergelijking : 

'{ = IJI (t~ {J) 
waarbij '/' een willckeurige functie is. 

\\Te hchbcn rlns te <locn met t'Nee Vtm c1kaar onaJhankelij ke 
oplossingen, en bovcndicn mct oen onei n<lig aanln.l anc1erc 
opl0sf:ingen, welke llit clew bci(lc kut1n cn wonlen afgelcid. 

Den ken we ons t han s twee nm elknar onafha.nkelijke oploH­
singen et en {J, zoo "·ordL illentiek voldaau uan : 



11 

I\7 «=0 
en 

I7 i~=0 
m. n.. w. de vector I verloopt rakend an.n do snij lijn van twee 
opperv l n k k en, \OOrgestelcl do o r 

ct =e 
tJ =e' 

on dor.o boicle vorgelij kingoll te sa.men bcpu.lcn dus ccn zooge­
nn.n.mdo ,stroomlijn" . 

Von·n.ngen we de constn.nten e en e' door vot·n.nclerl ij ke pam­
mcLers q en q ', zoo leveren ons de bei.de vergclijkingen 

« =(j 

fJ= q' 
de gcznmcnlijke stroomlijnen, welke bij de gegcven ruimte­
vcrdceling van I optreden. 

I e c1 e r der vergelijkingen 

«=fj 

slelL hlijkbaa.r cene rccks oppenlakkcn voor, wclke de eigenschn.p 
hcí'.ittcn, dat 'l.ij door gcene enkele st.roomlijn kunncn ge;:;ueden 
wordr.n. 

Beschouwen we twee oppervlakken clezer recks: 
n=C 

«=e' 
zoo hegronzen deze ecn sc:haalvormig deel <lor l'nimto, '"an.rin 
goono stroomlijnen kunncn iu- of uitLretlen. 

Dc11 kon wc ons nu cen vector-verdeoling, welko binnCJl do 
sehMl overnl gelijk js aan I , cloch d ie buiten de schnal =O is, 
zoo is doze vector-verdeeling. evonals I r.olf, ovcr elo geheele 
ruimte solenoirinal, en d us '""l s s t r o o m v o r d e o l i n g o P 
z i e h '1. o l f h o ::> t n. 11. n b n. a J' . 

Blijkbttn.r verdeelen dus een anntnl opporvlakkcn, behooronde 
tot ele reeks 

l< =q 
de ruimtc in ecn :tal)tal s t, r o o m s e h t~ J o n, binncn ieder 
w:t:tn·an de olectrisclt(> ~Lrooming op zichze\f hcsta:lnkt<lr is. 

Kcnnen we Ü(' B -vcrcleelingen, Olltstn.allllc omler don inYloetl 
der clcctrische stroomiJwen -binuen icdcr dczer ~<'haloll af:wn-n 
dcrlijk, 400 leYert ous de veçtor-sommn.tic dczer yerJeelingen 



l~ 

de werkclijl.;:c B -vcrr1celing, ontst:tantlc ondcr clc11 ill\·loe<l d or 
totale electrisel!e stro0111ing over de gchcele ruimtc. 

Door de opvolp;ende waardc n v an fJ in tle vcrgelijking: 

f( = 'J 

en hiermede d e bcgrem.ingcn dcr st.rnomselt::dcn, waar in wc ons 
de ruimte verdeeld dellkcn, onlJepaald tot olkaar te docn n:ldcrcn, 
brengen we het vrnagst.11k der B-\·erdeeling ondcr den indoctl 
eencr ruimtestrooming I terng tot ele bcpnli11g cler B -vordccling 
onder den invloed van stroomingcn e, wclke slc<"hts optrcdcn 
in bcpaaldc oppervlnkkcn. 

D enken we ons de ruimtc verdceld in zoncn v;ul verschil­
lende permenhilitoit 11, on voercn we tevens in de g rensvlak:kcn 
tusschen der-e ZOilOll electrischc oppcrvlaks:-;Lroomingen e in . 

Binnen ieclere zone Yolcloet B aan de COJH.lities: 

di v B = O 
en 

curl B = O 
terwijl in het bogrenzingsvlak tusschen ccn zotlo J ) en con 
zone :L) de overgangscondities gelden: 

B 1 v 1 t B2 ··~ = 0 
en 

~-~·· , J t [ B~= L171 e 
111 l !1 1 

waarin •· 1 en •· 2 voor de beidc zonen de ecuhciclsn:etoren voor­
stcllen volgcns de nor mn.al vn.n h e t gren~v l n k, binnen iccle rc 
zone gcricht naar dit grcnsda.k. 

Daar B 
kunnen wo 

over de gcheele ruimte solenoiuaa.l verdcclcl is 
met behulp tlcr het.rekking: 

B = curl A 
cl<:zc groothcid n.floi1lcn uit ccn H:clor-potentinal A . 

1\n.nger. icn elo ,·crdcclit ag vnn ccn ,·ct:Lor, wvlkc in ltet oncin· 
dige vcrclwijn L. onclu1Jbclzinnig bopnalcl is door eou g-ogevcu vor­
deeling nw zijn cu rl en va.n újn rlivergcntie bcicle, en geen 
cli scontinuito itcn bezit, ÍJl(l icn (·ttrl en divorgcntie ovcrn.l o it H1ip; 
ziju, zal de vector-potentinal A o\·cr ele geheele ruimLe coutinu 
zijn, mits we aan div A overn.l een eiuclige waarde toekenllen. 
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\ V as B tcveus overn.l wervel vrij, zoo zouden w e deze g root­
hcid evenecns kunnen nfleiden uit eeu continn verdeelden 
scn.lairen potcntin.nl V met behulp der hetrekking : 

B = -'VY 
Daar evenwel in é!e grensvlakken B ni.et uan de wervelvrije 

conclitie voldoet, zullen w e biJ. in v oe ri n()" va n oe n sca.bi re n . o 

potentinal moeten aannemen, d:.tt deze in de verschillende grens-
v lakken d i s e o n t i n n is, en teveus da t in deze greusvlakken 
de gelcligheicl der bovenstaande betrekking tusschen B en V 
ophouclt. 

Beschonwcn we thaus het bijzonder geva1 dat ,fL in cen be­
paalde richting, welke we aanduiden doo r een eeuheidsvector 7.:, 
niet verandert, en dat bovendien de electrische strooming overal 
deze bepaalde richting bezit. 

Bij n.anname van een orthogo11aal coürdi:laten-systeem oxrz, 
\van.rvan we de Z·ns 1eggen volgens de richting k, is (lan de 
loes ta n d OJUtfhan ke l ijk v an z, en 1-ijn ele vectorverdeelingen I en 
e bcpaahl door scàlnirc VCl'lleel ingon I Oll e in het XY-vlak, 

7.ÓÓ d:tt : 

en 
I = l.:I 

e = 1~ e 
Door do verdceling dcr electrischc strooming en der pcrme­

abilitoit is de vcrdeeling <.ler mn.gnet.ische inductie: 
B = curlA 

ondnbhelzinnig bepaald, en dit is dus eveneens het geval met 
c1en vector-potentiaal A 1-elf, 'l.ooclra we nog een bepaalde ver­
cleoling vn.n div A hebhen aangenomen. 

Wc zullen nn vooreerst aantoonen dn.t het mogel~ik is de 
stroom verdee1 in o· 

b 

l ="h: J 
af te leiden uit eon verdceling van den vector-potentiaal: 

A =kA 
welke dus evcnccns gericht is volgens de Z-as, en \rel ke bepanl{l 
js door een scalaire verdeclüw A in het Xl'-vbk. 

b 

Uit: 

cnrl B = 4 11 I 
,(l 
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en 
B = cnr] A 

volgt: 

o f 

clll· l ( :, em l A) = 4 71 I 

1 
<:ttrl 1 A t [-v 1

- <:m·.I A ] = ·Jn l 
11 ,lt -

nu in voering v an: 

wordt : 
A =;.. A 

div A = O 

Clll'l A = l \J .·1. q 
cm·l'! A = 7 rliv A - v :t A 

= -\' 2 A = -k'V 2 A 
en gnnt hovenstnnnde Letrekking over in : 

_ /~ l V 2 .!l + [\J l [ V A.l.:J l = 4 n k l 
tt !l 

IIerleiden we den tweeden torm dezcr vcrgel ijking nll:l \'01gt : 

r v 1 [v A.k] l = v A (k v 1 
) - h: (\J l · 'V A) 

f' ., ~L f l 

en rnerken we op dnt., annger.io11 ." onnfhn 11 kelijk: i ~; \ 'Ull z, 

h: v J =O 
li 

zoo verkrijgcn we een vergelijking, wunr van al le te rmen prorlucten 
zijn van een scnlaire grootheid met den eenheidsvector 1.:. 

Dezc vector-vergclijking i::; c1us identiseh met de scn.lairo \'er ­
gelijking, welke we vcrkr ijgen door in al lc termcn don eenlleids­
vector le weg te !aten : 

l ] 
'V 2 At 'V .\J A = -4r, J 

/L .u. 

o f 

di v (}t \! A) =- l1 n I 
De;r,e lft.atste vergelijking is een Poisson'sche vergel ijking, 'vvelke 

de verdeeling vnn A bepaalt voor gegeven verdeelingen vnn ,11 en J. 
Hiermee is de mogelijkheitl hewezen de gegeven Htroomver­

deeling: 
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l=ki 
a[ Le lc:iclen uit ecu vector-potentiaal-vercleeling: 

A =kA 
welke ul ijkbn.a.r voldoet n.n.n de solenoidn.le conditie : 

div A = O 
Aangezien n u bij gegeven verdeeli ng van I en gegeven ver­

cl celing \7 :tn d i v A , de vector- potentian.l A zclf ondnbbelzinnig 
bepaald is, zn.l de h ier onder::;teltle verdecl ing : 

A = kA 
de eenip: moge l ijke zijn, m its we de condiLie invoeren dat 
A soleuoiclaal is. 

De magnetische inductie kunnen we thans als volgt uitdrukken: 
B = curlA = [\7 A. k] 

welke vector b1ijkbaar overal e v en wijclig gerich t i s aan het XY-v la k . 
Uit bovenstaande betrekking volgt: 

B 1.: = O of B 'V ::: = O 
en 

B vA = U 
Met andere woordcn de vergelij kingen: 

f l =q z =q 
\n.tarin q en q' veL·andedijke parameters voorstellen , leveren ons 
de gezéttnenlijkc inclnctielijnen van het nmgnctisch vela op. 

D:uu· verder 11 onafh:tnkel ijk van z is, s telt op zich zelf 

beschouwd 
A =q 

de n.lgemeene vergel\jking voor der iuductie lijnen iu het XY-vluk. 
Denken we ons een lijnelement d r in het XY-vluk. 
De uangroeiing van A ovcr Llit lijuelement bedraagt: 

d A = \J A. cl r 
=[\/ A. J.-] [d r. 7.:] 
= B [d r . 7.:] 

welke lnatste uitd rukking blijkbaar voorstelt (leu inductiestroom 
d N gaande door het oppervlakselement 1 d r . k], beschreve11 op 
het li;jnelement d r en opde lengte-eenheid in de richting der Z-as . 

De integratie van : 
dN=dA 

tnsschen ele waarden q, en q 
2 

v an A, geeft ons omnidde11 ijk de 
waarde van den inductiestroom per leugte-eenheid der Z-as, welke 
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111 h ot XT·vlak bogrons(1 wor(H door de inclu<:Licl ijn c· n A = q 
1 

en A= g~: 

Gnan wc thans 0\'Cl' to t ccnc Jwtlcro ucsehon w in~ d er polcn­
tialoll A e n rr hinncn COII ~~:on c v:tn cons t:tntc penllcahilit<.>it, 
\raarin gcenc eloctrische siroomin~eu optrctlcn. 

Uit: 

B = !v A . l.] 
en 

B = - V 1· 
volgt 

v V=[l-vA] 
V erv::tngen wc in dor.e vector-vorgclijkin~ do ce tthcitl s vcctorcn 

volgens de .\- en 1--ns rcspectievclíjk door de rrih•lc C'<•n h e íc1 ctt 

cloor de imnginnire oonheirl i, :~.oo g::uü zij over 1n: 

J J ~ ,r l - ,r 11 ,)' ; t 
- +i =i v x ,y .'/ ,y .e ,y !l 

o f 

~ (d + i v ) = i ~y - ( d + i v ) 
t1 !/ l~ :l; 

vnn welke (1iiTcrontiaa1-vergclijking de algemoene oplossing is : 

A + i V =f (x + i y) 
In <leze oplossing is voor icdoro zone de funclie f ~~:oodanig 

te kier.en élat ann de volge n(]C voonvaarden volclan.n wonlt: 
In (lo eorste plants levcrt (lo eisch dat A ove t· do gchecle 

ruimte co11tinu is. voor ecn <.liscontinuitcit.svln.k l.nss<:hon de 
r.onen l) en 2) de ovcrgangsc:onditie op : 

1Ír = l.l.i 

J n de t~reede plants moet in de tliscontinuiteilsvlakkcn volcl:tn.n 
wordc n aan de op blach. 1:2 opgcstcldo overg;n ngsc:onclít.ir:-; 
voor de magnetische in(1uctic B . 

Aan de eers te dezer beide ovcrgangsconditie~, welkc volgt 
uit ele solenoidale \Crdeeling van B , wordt identi ck volrlnan 
door 1lc invoering va.n don veclor-potentin.a l A . De twcetle 
overgn.ngscomli ti e : 
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[B l ,, ~ J t [B 2''2 ] = 4 n C 
,(t J ,u 'l 

kunnen we als volgt schrijven : 

[ [ 'V A 1 • 1.:] ,. 1 j t [ [ 'V A 2 • l~] v 2 J 
.=__ _ ___ __..;::., = 4 n k G. 

•
11 

l f i l 

~ernen we in aanmerking dat k v= O is, en clus 

[l 'V A . k] ~J = k ( ,, 'V A) 
1.00 vinclen we na weglating vau 1~ in beicle lede11 der verge­
lijking, de tweede overgangsconclitie voor A : 

_:L e ,, l v > A, + __!_('' -t v) A 2 = L1 ~ e. 
~~ Pz 

'l'en slotte mo eten l ( ;l: + -i .1/ ) en r ( x + i !i ) zoowel voor x = CL) 

nls voor y =ro verdwijnen. 
In de functie : 

f( :~;t ·iy) = Ati V 
tredeu de beide potentialen A en V op, welke binnen ieder der 
zonen, waarin we ons de ruimte verdeeld clenken, continu en 
eindig, doch in het algemeen meerwaardig zijn. 

In ele afgeleide functie: 

f . e . + . ) v r ô A . u r B . n 
.t: 1, y = - = - + '/, --= - ij- 'b :& 

<J x tY .!; ó .'l; 

treden de componenten der mngnetische inductie B op, welke 
binnen ieder der beschou \\·de zonen eveneens continu en eindig, 
en bovendien noodzakelijk eenwaardig zijn. 

Hieruit volgt dat de beide functies : 
f( x +iy) 

en 
f'(x+iy) 

binnen iedere zone continu en eindig zijn, doch dat in 't alge· 
meen slechts de afgeleide functie eenwaardig is. 

Binnen een gebied in het XY-vlak, begrensd door twee con­
cen trische cirl\els, wier middelpunt gelegen is in den oorsprong 
van het coordiunten-stelsel, zullen we bijgevolg de afgeleide functie 
kunnen ontwikkelen volo·ens een dubbelreeks van Lau r ent : o 

/'(x+ i y) = Cu +e 1 (x+ i y) t c2 (x+ i y)Z + enz . ... 
t d 1 (.~,; + i y)--1 + d

2 
(.t: t i y)- 2 + enz . . 

2 
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'.raarin de g rootheden e en d constn.nton voorstellen . 
De integratie deze r reeks levert ons echter onmid(lellij k cen 

reeks-ontwikkeling voor de potentiaal-functie zelf op, Jl.l.: 

r (:e+ i g)= ao +a, (x+ iy) + a2 (x + i !)) 2 + enz ... . 
+ b0 l (x+ iy) +b, (x+ iy)- • + b1 (x + Í!J) - '! + euz .. . 

wcl ke in vor m slechts v un de reeks v an L n. n r e n t vcrscbil L <1oor 
het optreden van een logarithm.ischen t erm, en wn.arin de g roo t.­
heden a en b weer constanten voorstellen. 

De constante tenn a11 levert geen bijthago tot h etmagnctisch veld. 
Van den logn.rithmiscben term: 

b(, l (x+ i y) 

moet in de eerste plaats worden opgemcrkt, tlat hi.i in tf\gen­
stel ling met de overige termen mecrwan.rclig is, wn.ton~rliu­
dellijk blijkt bij invoering van poolcoiinlinaten l! en O, n.l. : 

Õ0 l ~X+ 'i y) = b0 l'.! e i 0 = b0 li!+ i b0 V 

Over een gesloten kromme, welke geheel in het bcschouwuc 
gebied gelegen is, en waarbinnen zich de oorsprong van het 
coõn.liuaten-systeem bevinclt, m. a. w. welke den binncnstea 
begrenzings-cirkcl geheel inslnit, '.t.al de totalc vari n.tic Vfi.Jl dC' n 
logarithmisch en lerm bijgevolg bedragcn : 

2 1t i b(! 
en deze tcrm kan clus eene reeks waarden aannemen, waarvan 
2 opvolgencle tclkens een bedrag 2 11 i b0 met elkaar verschil1o11. 

De vern.ndering over een gesloten kromme van den loga rithmi­
schen term in de reeks-ontwíkkeling van de potentiaal-ftmctie 
11 + i V 'zal iutusschen gel~k moeten zijn aan de verandering 
clezer fnnctie zelf over dezelfde kromme, welke we kuuncn 
voorstellen door: 

f 'V A. d r + i J \l V. d r 

;,oodat voor de beschomvde kromme de betTekking geldt: 

2 n i Ú0 = f 'V A. d r +i f\! V. d r 

Vn,n de beide Jaatste integralen kennen we de physische 
beteekeiJÍS. 
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Do eorsto integrnu] : 

I vA.d r = IB[dr k] 

stelt bJjjkbanr den stroom der magnetiscbe inductie voor, welke 
per leugtc-eenheicl clcr beschrijvende lijn uittreedt uit het cyllnder­
oppervlak, dat de gcsloten kromme tot richt.1ijn heeft. 

Dniden we de hoeveelheid , waar" mag11etisn1e, per leugte­
conhc·id cler beschrijvende l ij u optredende binnen dit· cylinder­
opperv lu.k, nan door m, 7.00 gelclt de hetrekking: 

I V A.dr =4nrn 

De tweede integraal: 

I v r.d r = - I B d r 

welke op het teeken na den lijn-integraal der magnetische ind1.1Ctie 
voorslelt, is bepanltl door dcn totn.lcn electrischeu sLroom I, 
optredende binnen de gesloten kromme, dus binnen den klei nsten 
der beide cirkels, welke het beschouwCle gebied begrenzen, en 
wel geldt de betrekkiug: 

o f 

f V r. d r = - 4 n !' I 

De constante b0 is bijgevolg bepaald door: 
2 rr i b0 = - 4 rr i ft I + 4 ;r ?n 

b0 = - 2 ,v I - 2 i m 

W e vinden dus thans dat van de constante b0 het reeele deel 
evenreclio- is met deu electrischen stroom, optredende binnen o . 
don kleinsten begrenzings-cirk.el van het beschouwde geb1ed, 
terwijl het imaginaire deel dezer constaute evenredig is met de 
hoeveelheid , wa.ar'' magnetisme, dat per lengte-eenheid der 
beschrjjvende lijn binnen dit gebied aanwezig is. 

Aa.ngezien e v en wel , w aar" magnetisme ni e t bestaat, volgt 
hieruit dat de constante b0 steeds reeel is, en vinden "·e voor 

de \vaarde dezer constante: 
b0 = - 2 fl I 
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Voor het aandeel van don logn.rithmischcn term in de ont­
wikkeling der potentiaal-fnnctie vinden wc hijgevolg: 

11 0 +i fT0 = - 2,u i ( l~ t1:11) 
dus : 

A 0 =-2.u l l l.! 
V 0 = -2 ft 1U 

waaruit clus blijkt, da t van de beide potentialen slechts do scu.lairo 
V meenvaardig is. 

Verder volgt uit de bovenstan.ncle uitdTnkkingcn, dat dc7.8 
een velcl bepalen, waarin de inductielijnen concentrische cirkels 
ziju, wier gemeenschu.ppelijk micldelpnnt gelegcn is op de Z-as, 
de niveaulij neu rechten, welke cler.e as snijclen. 

Voor de waarcle de r magneti.sche incluctie vinden wo in di t gevn.l: 
B ,J A l ,J V 2 .u I 

=- o l/ =- -;; vn =-;-
Het an.ncleel van het magnetisch vcld, opgelevcrd cloor den 

logarithmischeu term, stemt dtts blijkbn.ar geheel overoen met 
het veld, dat ontstaan zou oncler clen invloed van een stroom I, 
optredeude in een oueinc1ig la ngen rechten geleider, geplaatst 
langs de Z-as. 

In onze volgende beschouwingen znllen we ons slechts bezig­
bouclen met stroomver<leelingen, waarbij de totale strooming 
binnen ieder cyliuderoppervlak, clat de Z-as tot omwenteliugsas 
heeft, = O is. 

Voor het onder den invloed eener dergel~jke stroomverdeeling 
optredende magnetisch velcl zal in de reeks-ontwikkeling vn.n 

A+ 'i V=f' ( x +i y ) 
de log~trithmisclte term níet optreclen, en er blijven dns slechts 
termen over v au één der beide vormen: 

a( x +iv t 
en 

b (x + i !J )-)l 
welke bij invoering van poolcoõrdinaten overgnan m : 

a t/' ( cos n u+ i sin n o ) 
en 

b q-11 ( cos n O- i sin n O) 

Vel<len, welke van een clezer beide termen kunnen worclen 
afu·eleitl wllen we in het vervolg ann<.luiden als enkelvoudirre 

o ' <J 
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s i n u s o i d a 1 e v e l d e n 1 en w· e l v n n d e e e r s t e s o o r t o f 
v a n d e t w e e d e s o o r t al naarmnte r.e van den eersten of 
van den tweeden der bovensbn.nde termen wordeu a fgeleid. 

In het algcmeen zullen we het veld1 optredende in de ruimte 
tusschen twee co-a.xin.le cylinderoppervln.kkeu1 bijvoorbeeld in 
het cntrefer eener clectrische macltine1 kunnen opvatten als de 
superpositie van een aantal enkeh·oudige sinusoidale velden,waarbij 
zoowcl vclden vn.n de eerste als van de tweede soortkunnen optreden. 

Iu het gebied1 waarbiunen de Z-as gelegen is, zou blijkbaar de 
sterkte van een veld der tweede soort onbepaald toenemen, r.oo­
dat dus hier slechts velden der eerste soort kunnen optreden. 

Omgekeerd lnmnen in een gebied. dat úch uitstrekt tot iu het 
oneindige, slec11ts velden der t.\reede soort optreden. 

Beschouwen we thans nader de beide 2p-polige eukelvoudige 
sinusoidale velden, welke blijkban.r worden bepaald door de 
termen der rceks : 

a (.t+ i y Y 
en 

b(xt1:y)- 1' 

Bij invoering van : 

a=Peipa 

b=Qe-iptJ 
vindeu we voor de groot.heden A en T'" de volgende uitdrukkingen; 
bij een veld der eerste soort : 

A = p 'o! 1' cos p ( o + IX ) 

V= P e 1' sin p ( o t 11 ) 

bij een velcl der twcede soort : 

A = (2 q - P cos p ( 8 t (l ) 

V = - Q l! - P sin p ( O t P) 
Denken \Ye ons de magnetische 

"~ A(~ indnctie B, a1s anngegoven in fig l 

OL_
liu·B·.'()

11

V, (! Dq ~< ontbonden in een cotnponente //1.!, 
gericht vo1gens e1 en een componente 
Ro normaal op l! in deu zin, waarin 

-----X O positief gerekencl wordtl zoo zijn 
cleze componenten bepaald door: 
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B _l õA __ õV 
f/ - -;; óO - un 

' ' 

en 

B o = - ~:! = - -1 ~ ~ ô,, 11 úU 
' ' 

vVe vinden dan bij een enkel voudig veld J er oers to soort : 

en dus 

Bq = - p P q 11 -
1 si n p ( O t a ) 

n8 = -p P!! 11
-

1 cos 11 (e t ,, ) 

B = pP!!p- t 
bij een enkelvoudig veld der tweer1e soort: 

en dus 

B 1/ = -p Q !! - J! -
1 sin p ( l) + ~) 

B 0 = p Q r: - 1
' -

1 e os p ( n t {J ) 

Jj = p Q (! - 1
1 

- l 

De B&-verdeeling is blijkbaar t en opzichte Vfl.ll de 81!-vor­
deeling hij een veld d er eerste soort 00 ° nnar rochts, hij eon 
veld der tweede soort 90 11 nn.ar links verplaatst. In beide go­
vallen is de wan.rde der totale inc1uctie /J orutfhn.nkeJijk vn.n 11. 

In het. geval van oen saamgestelcl s inusoidaal vold, wa arbij 
voor A de betrekking geldt : 

A =P!/' cos p (O t u) t <J!! - 1
' cos p (U t fJ) 

vin den we natunrlijk de waarden d er e o m p o n e 11 t e 11 B,
1 

en 
Bo door de bovenstaande uitdrukkingeu, geldende voor de el~kcl­
voudige veldeu, te sommeeren . 

Krachtstroo m per p o o l. - In het gevnl van een sinusoidan.l 
magnetisch veld outstaat over ieder cylinder-oppervlak dnt rle 
Z. as, welke we in het yervolg zullen aandniclen als lle a~ va n 
het ve1d , to t o m \Yentelingsas h eeft, een :l p-polige vercleeli n g d e r 
magnetische krachtlijnen . 

De opvolgend e polen worden hierhij begrensd <loor ele beschrjj­
vende lij nen v an het cylinde r· oppervlak, iranr A o:fwisselond 
eene maximale en oene minimale waarde bereikt, en waarvan 
de liggi11g bepaald is door: 

p!! 1' sin p (e + ") + Q fJ - J! sin p (e t fJ) =O 
E limineeren we met behulp van deze betrekking (} uit 
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de u itclrukking voor A, zoo levert ons dit voor de waarden der 
maximo. en minima de nitclrnkking: 

Am~·· = ± Í P~!/ 211 t Q~ o - 2p t 2 P Q cos'p ((( - 8) l t 
mtn l ~ · · j 

\Ve vinden bijgevolg voor den krachtstroom per poo l over 
een lengte l der beschrijvende lijn vau het cyl inderoppervh~k: 

N= l ( Ama.c - A11lin) 
o f 

N= 2l { P 2 ~J 2JJ + Q2 Q- z p+ 2 P Q COS p (re- p)!~ 
"-'elke uitdrukking voor een enkelvondig veld van de eerste 
soort overgnat m : 

J.V=2Pl!!JJ 

voor een veld \ran de tweede soort in : 
N = 2QZ"~ -l' 

vV~j znllen de gevonden rcsul taten tba.ns vooreerst toepassen 
op een eenvoudig voorbeeld. 

Zij an n de hinnenzijcle \'::tn een gegeven cyJinder-oppervlak: 
(/ = ?' 

de magnetische permenhiliteit ,(1
1

, aan de buiteuzijde !' 1 , en nemen 
we aa.n dat in het cylinder-oppervbk eene electriscbe strooming 
optreerlt in de richting dcr bescbrijvende lijnen, bepaaJd door : 

G= 00 sin p fJ 

13innen het cylinder· oppervlnk zal een veld der eerste soo rt, 
buiten het cylinder-oppervlnk een veld d er tweede soort optreden. 

Uit d e overgangs-condities, geldende voor hetcylinder-oppervlak : 
A 1 = f1 ~ 

l J A, l J A ., 4 O' . 8 - - - - - --- = -:r 0 SUl p 
,tL 1 J~; ,u 1 cYq . .. 

volgt onmiddell ijk flat de beide A-verdeelingen gelijkstandlg Z1J11 

met de C-verd eeling. 
Bjjgovolg is binnen het cylinder oppervlak: 

A = P l! 1
' siu p 8 

buiten het cylinder-oppervluk: 
A = Q l/ - P sin JJ O 

De overgangscoudities gnan thans over iu : 
]"> ?' ,, = Q ?' -}J 
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waaruit volgt: 
.'' /l ?' -p + l 

p = 4 n Co - l • 2 ----

!'l + ,u 'l J> 
f' n ?' 1' '-1 l 

Q = 4 r1 00 -
1 

-· -
2

- - - -
f' l + 11 ., 7? 

Bijgevolg is binncn het cylinder-opporvlak: 

A = 4 r t C,, l'-' l,_!_t 2;;._ (~) 
11 

-
1
-· si n 1)0 

,. l + ... 2 ?' J? 

B (! = 4 n 00 ......:...'u....:.1~,t•.::...:t - ( ~ ) 11 
--

1 
COS J?U 

11 l + t•2 l 

B 
0 
=- 4 71 0

0 
P , 1' 2 (-l!) P-

1 
sin p o 

f' 1 + .''z ? ' 

buiten het cylinderoppervlak: 
fl P- ( ?' )1' ?' A = 4 n f 'u 1 ~ - - s in pO 
~~ . +.«· 2 (!p 

f• ' ,u 2 ( 7' )r+ l B l! = 4 1r 06 Ü cos p O 
p l + t•, . 
f l 1 ,u. l 

,u l+ .ul 
(

?')1> + J. 
- Sll1 ]>O 
!.! 

De krachtstroom per pool bedraagt over cen lengte l der 
beschrij vende lij n vau het cyliuderoppervlak: 

N - 4 e~ ,. • ,,. 2 2 z ?' -n o -----
:•, +!l 'i. p 

De magnetomotorische kracht per pool bedm:tgt: 

..IJII = 4 n r~ O?' d o= 4 n C0 ~ . p 
o 

Bijgevolg vinden we voor de r eluctant.io : 

R = JJ1 - !:_ (_!_ + _1 ) 
N -l t-•• P 2 

R blijkt dlls onafbankelijk te z\jn zoowel van den strual van 
het cylinder-oppervbk als van het aantal polen vn.n het veld , 
en bijgevolg ook van de poolbreedte. 
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H O O F D S T U K II. 

Ro tee r en d e velden. 

In bot n.lgemeen hebben ,,..e te doeu met vcmndc?·l'l;jke mn.g­
uctische veldeu; m. a. w. de grootheid A, waarvan we in het voor­
gnande hoofdstuk den vorm bepn.a.lden als functie vn.n de coõr­
d inaten (! en O, is bovendicn nfhankelijk van den tijd t. 

Over een lijnelement d r bedraagt de veranderiug van A : 

'V A. d r 
vooropgesteld dat we de beide waarden van A, optredeude aan 
ele uiteinden van d r, beschouweu op hetzelfdc t·Udstip . Deuken wo 
ons echter d r doorloopen in een tijd d t, zoo zal A bovendien 
als functi e van t de verandering: 

õ A d t 
õt 

ondergaan hebben, en de totale verandering van A bedraagt 
bijgevolg : 

(l A 
cl A= \J A.dr+ -yrdt 

Beschouwen we thans de verandering vnn A iu eeu punten­
systeem, dat om de Z-as roteert met de hoeksnelheid : 

w =lcw 
Voor een punt, bepaald door den radius-vector r, is de ver­

plaatsing in d en tijd d t : 

d r = [w r J d t = [le r J w cl t 
en dus: 

cJA 
d A= \J A. (k r] ·w d t t Jt d t 

of, inclien we m nanmerking uemen dat: 

õA 
\J A . [le r] = k [r \J A J = /J 0 

dA dA õA 
dt = 'W-;J"õ t Yf: 

Gesteld nu, dat de op deze 1vijze bepaalde afgeleide vnn A 

naar t = O is, zoo beteekent dit dat het veld, '"aargenomen 
van uit het roteerende puntensysteem, niP.t veranderlijk is; m.a. w. 
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het veld zelf neemt aan de onderstelde rotaLie deel, doch ondcr­
gaat overigens gcenerlei verandering. 

H ieruit volgt, dat indien algeroeen is voldaan aan de con<litic : 

,J A 
cl t u A = constant W= -

é0F 
we te doen h ebben m et een velcl van onvemnde.?·Z.ijlcen vonn , dat 
?net de constante hoelcsnelheid w om zijnc as ?·otee?·t, clns met ecn 
zoogenaamd , draaiveld". 

We zullen nu aantoonen clat \Ye steeds, mits A eon JJC?-iodickc 
functie van t is, het veld knnnen beschouwcn als de snper­
positie van een aantal dergehjke clraaivelden. 

Voorloopig onderstellen ''e hierbij dat de logn.ri thmiscl te term 
in de ontwikkeling va.n A niet optreedt. 

Aangezien het dan steeds mogel~jk is b et veld op ieLler oogcnblik 
te ontbimlen in een aantal enkeh·oudige s inusoidale velde11 , is 
het volcloende de mogelijkheicl dcr splitsing in roteerendc veldcn 
voor een enkelvouclig sinusoi.daal veld aan te toonen. 

Nemen we aan, dat in de uitchukking voor A bij een cnkel­
voudig 2p-polig veld der eerste soort: 

A' = P tJP e os J? ( o t r• ) 
Jl Jl' 1' 

P P en av, en d us PP cos 1) (o + ((
1
) periodieke functies van t újn 

met ele periode: 

H et is dan steeds mogel ijk deze functie te ontwikkelen in een 
reeks va n F o u r i e r naar w t; we kunneJl d us stcllen : 

PjJ cosp (o t a
1
) = X r sin ú l t t Xl sin 2 (!>t t enz ... . 

o f 
+ ~ Y 0 t Y 1 cos (J) t + Y 2 e os .2 "' t t euz . .. . 

'l --,: oo 

P cos p ( f) t u ) = ! Y 0 + 2: ( X si n (j "' i t Y cos fJ t•l t) 
}J p 'l = l 'l !/ 

waarin de coefficienten X en ~ bepaald zijn <loor : 

x,
1 
= ~ !2 

n Pl, cos p (O+ "p) sin q (JI t . d (l) t 

o 
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1 !2n Y,, = ; PP cos p (A+ rtp) cos q "'t. d,., t 

o 
Voeren we thans de constanten P C< , P' en rt' 111, welkc 

1!Q' 1!Q 11Q ]J(/ 

bepanld zijn door: 

l r ::!n Ppq sin p rx11'1 = 
2 

n • PP sin (p a
11 

+ q ctJ t) . d (o) t 

o 

l r 2rr PJ>(J cos p l't]IIJ = 2 1T • Pl, cos (p ('(1' + q OI t ) . d (tl t 

o 

P;Nsinp ,,;," = 2
1
,
1 

/

211 

P1, sin (p r•1, - q ev t) . dcol t 

o 

l / 211 P;,'l cos 1) u;,,, = 2 n P1, cos (p r•1, - q "' t ) . d w t 

o 
waarbij we opmerken, dn.t voor q = O 

p = P' J!O pO 

rt =a ' 
1> o J l o 

zoo gaan de uitdrukkinrren voor X en Y over in : 
~ " ,, 

X,,= (P
1 

sin p a - P' sin z> a' ) cos p o+ (P cos ?J n - P' cos p ap'q) sin p 8. 
~ W ~ M M r M ~ 

y 'l= (P]lfJ cos p "w,+ P;,} cos p u;,(J) cos p l}- (PP'I sin p {(pq + P;,q sin p a;,q ) sin p e. 
\V e vinden bijgevolg: 

1 Y 0 = Ppo ( cos p n1l
0 

cos p O -sin p •t
110 

sin J- 8) = P
1
,0 cos p (/J+ a1,0) 

x,, SiU q ltl t+ Y COS (j l o) t = p ~COS(p rt -·(1 CJI t) COSp (} - Sill (p a - fJ Col t) Sill p e1 
,, )'Q ~ pq ':L 'fi'J 

+P' lcos (p,,, + f'l l•' t) cos ?J o - sin (ZJ "1
1

" + q 11) t) sin p 8
1

1 JI(J ( · JI<J '1 l ' /.1 • 

= P
1
,
1 

COS l p (IJ + n
11
,)- q 01 tj + P;II.J COS) p (tJ + ((;,,1) + q "' tl 

De term ~ Y 0 det· Fourier'scl1e reeks stemt blijkbuar overeen 
meL d en term q = O eener reeks, waa.rv.an de algemeene term is : 

J> COS ~~ P ( Q + tt ) - (Y 1•1 t ~~ 
111} Jli.J 'J. 

terwijl de overige termen der Fourier'scbe reeks gelijk zijn aan 
de som van twee termen dezer laatste reeks, overeenkome11de 
met 2 gelijk en tegengestelde waarden van q. 

Beschouwen ·we dus q niet meer als rangcijfer der termen in 
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cen Fourier'schc reeks, cloch eenvoltllig als con cijfc:r cht allc 
gehcele waurden doorloopt van - J.> toL + lf.>, zoo v il\(lc n \\' C : 

P1, COS J> (ú + rt ) = 'l=;; CQ P COS l p (!J + a ) - fJ ,,, t~ 
P q = - oo ~ l M ) 

waaruit vo]gt: 
'I = + CQ 

A;, = z P, .. , t/ cos l p ( o t ",,, ) - q 1•• t ; 
,, - c.o l l 

Voor een periodíck veranc1erlijk enkcl von(1ig s inuscJ idanl veld 
van ele tweede soort, bepaalcl door : 

A;, = Q
7
, !! - 1• e os p ( O t tl

11 
) 

vinclen we op volkomen dezelfJe manier: 

A"= 
l> 

'1 - + c.o 
I Q1111 !! .. 7' e os : p ( O t (1

1
,,
1 

) - fJ '" t : 
? = -c.o 

Voor een periocliek veranderlijk sameugeslel~l sinusoi~aal veld 
geldt bijgevolg : 

/1
1
, = ::~: í['pq!{cos~p(O t a1.,1 ) - qrod( t Q1," Q ~1' cos~J>(O t (11111 ) -fjc•>tn 

Duiden we den vorm achter h et ..t-teeken aan door A , zoo 
1''1 

e:eldt bliJ'kbaar voor ieder cler termeu A de betrekkinrr : 
~ 1"1 " 

u APQ fJ. (o) u A7>'1 

TO r + ---;;-t = o 
Ieder dezer termen levert b ijgevolg een 221-polig si nnso i<.laa l 

veld op van onveranderlijken vorm, en roteercncl c met de con­
s tantc hoeksnelheid 

fJ. (J) 

?U = -
jJfJ 'P 

Al naarmate q positief dan wel negatief is, hebben we te 
doen met een links, da n wel m et een ?·echi!; roteercncl vcld . 

Mct q =O komt overeen cen vclc1, dn.t ec u vastcn stand in <le 
rnimte inneemt; in do gevn.llell, waarmcdc we ons nn,der zull en 
bezighoudcn, zull en in het algemec11 doze tcrmen nicl, opLrcden. 

Beschouwen we thans nader den logaritlnnischen term in de 

ot1twikkeling van A: 
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waarin b0 in bet algemeen eene perioàieke funetie van den 
tij d t i s. 

Aangezien het magnetisch veld bepaald wordt door \1 A r.al 
dit veld geenerlei verandering ondergaan door toevoeging aan 
A,1 van ecn term, welke niet afhanot van de coordinaten " en b ~ 

U ; inclien dus 1· een constanten strn.al voorstelt, mogen we 
uannemen : 

(j 

A(l = b1, l ~ 

Merken w e t h aus o p, da t: 

(g_) 1' -( ~) -p 
?' 1' o Lim = 21~ 

J> = O J' ?' 

en 
Lim cos p e = 1 
p = o 

en clenken we ons 2 g rootheden P en C-2, welke bij onbepaalde 
afname vm1 1J onbepaald toenemen, evemrel zóó dat st.ecds de 
gelijkheid bestaat: 

p ?' /1 = Q ?' -]J 

tenrijl 
Limp P?' 11 = Lim p Q ?'-p= lfz b0 
71 = 0 1> = 0 

zoo kunnen we de uitdrukking voor den loga.rithmischen te r m 

als volgt schrijven: 

A0 = Lim P?' P l (~)1'- ( ~t1' i cosp O 
1) = o ( ? 1 ) 

o f 

A o = Li m (P r; " e os p e - Q f! -1' e os p e ) 
J> = O 

De vorm tusschen haken in bovenstaande uitdrukking stelt 
algemeen de waarcle v an A P voor, geldeude voor een 2p-po1ig 
sinusoidaal veld, waarvan de beide samenstellende enkehoudige 
velden ten opzichte van elkaar een roagnetisch standsverscbil 
van 1800 bezitten. 

Hieruit volgt, dat we het veld, opgeleverd door den loga­
rithmischen term, knnneu beschon w en als grensgeval vnn een 
sinusoidn.al veld, en in deze opvatting worden we er toe geleicl 
dit ,logarithmisch" veld als ,0-polig'' sinusoidttn.l veld ann de 
tot dusverre beschouwde reeks der 2p-polige sinusoidale velden 
toe te voegen. 
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Passen we dun ook op den logurithmischen term ele r e.cks­
ontwikkcling naar F o u r i e r toe, zoo :r,al icder \·eld, opgclevercl 
door een der harmonische componenten, welkc >r e aand nidcn 
door A , kunnen beschou w d w orden als u:rensgeval va n ceu "2p-

ot1 ....., 

polig sinnsoidaal veld, roteerencle met. de boeksnelhcitl : 

·w = L~im + (j w = er.;, 
or, p = o - ]) 

De logarithmi~che term levert dus op cen oncimlig nantn.l 
0-polige sinusoiclale velden, roteerende met ccn oneindig groote 
hoeksl'Jelbeid. 

In het meest algemeene geva1 zullen we dus, mits A j)e?·iodicl~ 
veranderlijk is, de volgende ontwikkeling kunnen opstclleJL 

p = C!> q =+· cn 
A = 2: 2-' .AM 

p = o 'L = - (f. 

waarin iedcr der tcrmen A11,
1 

een 2p-polig sinusoidaa1 vclrl oplcvcrL, 
roteercnde met de constunte hoeksnelbeicl w1,q. 

Hiermede is de mogelijkheid dcr' splitsing in rotceremle siuu­
soidale veldcn voor een willekeu ri g, m i ts pcrioclick vcntndcrl ij k, 
veld n.lgemeen uungetooncl . 
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Energie =verplaatsing in een uit sinuso idale velden 
s a a m g e s t e l d m a g n e t i s e h v e l d. 

H et vectorproduct van: 

en 

o A 
ele elcctrische kracht E = - -­o t 

de magnetisch~ kracht H = B 
!L 

bepaalt 111 het magnetisch vcld d en stralingsvector v::m P o y n ­
t i l l g : 

S =_!_ [EH] = -
1- [B v A] 

4n 4 '1T !L v t 
De integratie van dcn vector S oyer de buitenzijcle vn.n een 

gcsloten oppervlak lcvert ons de euergie-hoeveolheid TV op, 
welkc per tijdsecnheid dit oppervlak binnentreedt : 

TV =-~ - - B - t pdO 
-.t\""1 !L Ú 

1 {l [ · õAJ 
. . 

in welke uitdnü::king , den eenheiclsvector voorstelt in de rich-
ting clor normaal naar het oppervlaks-element d o. .. 

Voor den bijzoncleren vorm van h et mn.gnetisch veld, waarb1.1 
wij aannamen : 

A = le A 
en bijgevolg: 

B =[ 'V A . kJ 
is ele vorm achter het integraalteeken als volgt te herleiden : 

en claar: 

[B vv~ J , = [ [\l A . X· J ~ ;l k J ,, 
=:: ! k (k \l A) -lr. 2 

\l A ~ v 

= õ A( k õ A _ \7 A),, 
õ t (t z 

vA= 0 v z 

[ vA ] v A B -;ye ,, = -yt (,, \l )A. 
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De uitdTukking voor W gan.t dus in dit bij%ondere gevn.l OYOr in: 

1 J l,r t! w = - L! 7I ;. Tt ( J' '7 ) A d o 

Kiezen we thans als intP.gmtie-opperv lak een cylinder-oppcr vln.k: 

!/ = ?' 

gelegen in eene zone van consta,nte permen.biliteit, en nemen \Ye 
in aa,nmerking dat voor dit oppervlak: 

(,, V )A = -~ 
o 1.! 

zoo vinden \Ye voor ue hoeveelheid energie, welke :r. ich per 
tijdseenheid over een lcngte l fler beschrijvende lij n loor het 
cylinder-oppervJak in de richting d er as vcrp lantst : 

rv =~ {~ 1T li A. u/1 d o 
Lirru cJ 11 ut 

l • ' 

o 
'vVe n1erken bierbij op, da t cle:r.c uitdrukking voor ecn (1 rn.ai-

velcl met de rotatiesnelheid 'tu overgnn.t in : 

W=_ l ?' 1U !2 

n õ A ú .A cl /J 
4 rr .u ,r !! (j /j 

() 

Aangezien ele grootheid A noodzakelijk een periodieke functio 
van O is met de periocle 2 ~, is het steeds mogelijk A te ontwik­
kelen in een Fourier'sche reeks naar O, welke we schrijven in 
den vorm : 

1.J= C0 
A = ~ Z,, cos JJ ( 8 + "1

1
, ) 

P = O 
1 

en waarin de grootheclen Z en r functies voorstellen van 11 en t. 
Blijkbaar levert ons cleze reeksontwikkeling, onafhankelijk 

van onze beschou.wingen in hoofdstuk I, de splitsing van h et 
velcl op in sinusoidale velden . *) 

·X) H et esscnticele vcrscbil tusschen boveus taantlc l'ccksoutwikkcling voor A en tlic, 
waarvan we ue mogelijkbeiu iu hooJ'Jstuk I nnntoondlln, is hicrin gc\ <}g•~n thtl in tlc~.: 
lants le de tenucn lcveus als fun clics van e bcpaald zijn. De gclijkstell ing clc r ovcrét:n­
komstige tcrmcn iu bcíde reekscn lcve1·t ons dus onmiUdcllijk ele wuanlcn de r groot · 
hcden z en 1 o p als fu ncLics va n Q • .Aangc~icn de:r.c ons e,·cn wcl tcu aanzir.n v;w d<~ 
llic r volgcnde hcschouwingcn mn geen nut zijn, bl~ft hunne bepal ing h ier achlcrw~giJ. 
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\\.e be::;chou w en t han s Yooreerst een ; elcl, waarin geene 
sinusoiLln.le componenten optreden, waarvau het aautn.l polen 
grooter is dan 2 n, 7.0ocbt voor dit veld de ont~rikkeling geldt: 

1> = n i> = n 
A = JE A = z Z cos 1> (li t r ) 

lJ = O LI i' = O 11 j) 

waarnit volgt: 

en 

~~ l i l' = n ( <Y Z J r ) 
-u - = .S > ~ cos 11 (O t r

1
) - p ~ Z11 sin p (O t r1) j 

Q 11 = o l u ·!! u 1,/ 

u· A P=, 1 u Z ú v 1 
~n =J>;o 1 o t 11 cos 1' (e + rJ!) - p ó '[ ~~ sin p (O+ rJ) l 

Voeren w e deze uitdrukkingen i n de bo v en n.fgeleide uitdruk­
king voor W in, 7.00 splitst zich de hierin optredencle integraal 
in een aantal n.uclere, welke, nada t de van 8 onafhankelijke 
factorcn vóór het integraalteeken gebracht · zijn , van een der 
vormen 1.ijn: 

f 'l n sin p (o+ y
11

) sin p' (@ + rJ!,) d u_ 

o 

f 'l n cos p ( f) + r p ) cos p' ( 8 + r1>' ) d o 
o 

f '.) n sin p ( n t r
1
,) cos p' ( fJ t r11,) d o 

o 
Integralen van den laatsteu vorm zijn steeds = O, terwijl <lie 

vau een der beide eerste vormen slechts van O verscbillen 

voor p = 11'. 
\Ve zullen dus de uitclrukking voor W kuunen spli.tsen in 

een aantal termen, welke ieder voor zich slecbts afhangen vn.n 
één der termen A in de reeksontwikkeling van A. 

Jl 
Dui<len we de som der termen, 'velke afhangen vn.n A11, aan 

door W , ~oo stelt W bli1'k.ban.r voor de energiestrooming in h et 
p ~ . • 

sinasoi<1ale veld, dat bepaald is door A
1
,, eu gelrlt voor de t otn.lc 

encrgicstroo m i n g de ontwi kkeling : 
,, - ,1 

Jl1 = :-~ IV 
- J) 

p Q 
() 

·) 
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Dez·e uitdru kking zal geldig blij v en bij o n bcpan.l ele too­
num e van r1, mits slechts de reeks, 'rnar vn.n 1V

1
, den algcmccncn 

term voorstelt, eonvergeut is. Nemen ' "e n u in annmcrki 11g, d n t 
divergentie dezcr 1·eeks beteekeneu 7.ou, dat de cnerg iestroom ing 
in het besch otrwde veld oneindig groot, en het vold zelf d uf; 

physiscb onlJestaanbM.r is, zoo mogen we de gevolgtrckk ing 
maken dat voor cen pbysiscb bestaanbnn.r vclc.l n.lgcmeen de 
betr ekking geldt : 

7• - oo 
lV= >' TV 

1' -;0 1' 

IIieruit volgt de stelling : 

I. In een uit simuwidctle vclden S(tamgestcld nW[J11e/;i!;ch vcld i.c: op 
icde?· oogenblilc de erw·giest1·ooming gcli;jl.: aan de snn~ de1· ene·l'!f ic­
st?·oorningen, tuelke afzonde?·li;jl::. zottden opt1·eden onde1· den Í11vlocd 
van iede1· de1· sinv.soidale cornponenten. 

I n het algemeen hebben \Ye te cloen met veranderlijko \·olden, 
en is dus de energ iestroomi11g TV een functie van don tijd t. Bij 
periodiek veranclerl~j ke velden is het vnn helang ele gemiddelde 
waarde van TV te kennen over den dnur cener pcriode. 

In hoofdstuk li toonden we aan, dat het steeds mogelijk is 
een periodiek vcranderl~j k 2z>-polig sinusoidaal veld te ontbi nden 
in eene oneindige reeks 2p-polige sinnsoidule velden van onver­
anderlijken vorm, rotecrendc met ele constante hoeksn elhcid 
tu

1
,q, welke voor de opvolgencle velclen de7.er reeks bepaalcl is 

door in de uitdrukking: 
'l (}) 

w = --
pq p 

q alle geheele wanrden te doen doorloopen van - Cl) tot + C/). 

Aange1.jen we de grootheid A voor een dezcr ro teerende com­
ponenten n.lgemeen kunnen voorstelleu door eene ui tdr ukk ing 
van clen vorm : 

A = Z cos ,11> ( o + y j ) - rt ,., t ', 
1''1 '"' J 'l 'l 

waarin de gl'ootheden ~"' e n lt>'l fun ties van f! zijn , lever t ons 
de u itdrukk ing : 



q- -1· 00 . 

A 1, = •r ~ 
00 
~liJ e os ~ z> ( O + ;·pq ) - q ,,, t ~ 

ecne recksont\Yikkeling op, wclke nlge1~1een do split,sing van een 
periocliek Hmt.ndcrlijk sinusoidaal vcld in roteerende velden voor­
siclt. *) 

Rcschonwen wc nn voorccrst ecn periodiek veranclerlijk sinu­
so idn.n.l vold, wn.nr in gceno roteeroncle compouenten optrcdcn, 
wicr h oeksnclheid eene bepanldc eindige wa.n.rde ovcrschrijdt, 
welke wc nn.ngeven door de mogclijke \'eraudering vn.n q t e 
bepcrken tot de g rens wanrdcn -n en t n. Voor een dergelijk 
vota gcldt dan do outwikkeling : 

'J =.., 11 1[- + lt 

A = .s A = ~ Z cos l t> ( tJ t i' ) - q 111 t ~ 
fl 'l = - 11 11'1 (f = - 11 1"1 l , .. , l 

waarui t volgt : 

,y A q - ·1- n J Z ,J i' l 
-

1'= :s l M cos l p (o· t r ) - q e" t 1-1> ___!!!!. Z sin 11J (o t r1," )- fJ e·• t ) 
tY (/ IJ - 11 l ó' li l )l(J l <'t() Jllf ., ~ 

> ' 

õ A IJ = -j ,, 

.--t P = :S q "' Z ., si u ! ]J ( O + Ypr) - q w t l 
u '1 = -n lf l 

Brengen we thaus deze nitdrukldngen over in de integrual : 

l • /
2
rr 11 A õ A W = _ ?_ __P __ P d 0 

P 4 ,!' Õf! iJ t 
o 

waardoor do energiestroon:ling in het 2p-polige sinusoidnle veld 
bepaalcl wonlt, :wo splitst zich deze integraal in een aantal 
nndere wclke nadat de van () en t onafhnnkeliike factoren vúúr ' ' ., 
h et integrnn.lteekon gebracht zij n, va n e en d er beide vormen ?:ijn: 

f 2 

rr sin j p (l) t 1
1
,
1

) - q e•• t ~ cos! p (O+ i' J>fl' ) - q' o• t j d O= 

o 

•) De gl'lijkstclling dcr ovcrccnkonlstigc lcrmcu iu bo\"cnslnall(lc uild rukking ,·oor 
A

1
, en cli r , wclkc wc (tflciddcu in ltoolftlstuk Il, lc,·crt ous onmiducllijk tlc wnanlcn dcr 

g 1·oothcdeu Y, en r nls fnuctics vnn l! o p. Ü''erigcns z \j hicr vct·wczcu 11anr tlc noo t op 
bltulz. !12. 
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en r n sin ~p (o + i'w) - (j (o} t l sin l p ( o + i'JlfJo) - ')' (o) t! d l! = 

o 

n CQ$ ~ 7J ( f/"/- J'JIIJI) - (Jl ( 'l -(j/ ) t l 
Beide integrn.len zijn blijkbaar in het n.lgemeen h;.nmonische 

functies vn.u t, wier gemiddelde waarde over den dum coner 
periode = O is. 

Slechts voor het gevnl q = q' is, beútten de integralcn een vn.n 
t onafhankelijke waarde, welkc voor den eersten integraa.l = O, 
voor den tweeden integraal = rr is. 

Bij de bepaling der_ gemiddelcle waarde van TV,,, wclke we 
zullen aanduiden door W, over den duur eener r)eriode, hebhen 

11 
we dus slechts rekening te houden met d ie tcrn1en in tle ont-
'vikkeling van WP, welke slechts afhangen van één cler termen 
A in de reekson twikkeling van A . 
~ p 
Duiclen we den term in de ontwikkeling van W , welke af­

Jl 
h a ne-t van A an.n door W, , zoo stelt W 

1 
bhjkbaar voor de 

'-" 1/fJ . J 11 l" 

vcm t onafhanlcel~jlce waarde der energiestrooming in hot roteerende 
sinusoidale velcl, da t bepaald is door A 

1
,1' en geldt voor de gc- · 

middelde waarde der totale energiestrooming in h et bcschonwde 
veld de ontwikkeling : 

--- '1=-i n 
w = z w 

t> q=- n Jl'l 

Merken we thans weer op dat, vooropgesteld de physische 
bestn.anbnarbeid van het velcl, W en dus W niet onheJ)U.::tld 

~ r . . 
zullen kunnen toenemen, zelfs niet bij onbepaalde toenmne va n 
n, zoo mogen we ele gevolgtrekking maken, clat bovenstu.ande 
uitdrukking voor W

11 
geldig blijft, ook in<lien n onei ndig groot 

wordt, zoodat voor een periodiek vemnclcrlijk si nnsoidnu.l vcld 
u.1gemeen de betrekking geldt : 

- fJ = + co 
w= z w,,

1 /l q- - co 

ff icru it vo lgt. elo stolling: 
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f I. In uen JJC1"iodiel.: vemnderlidl: sinusoidaal magnetisch veld is de 
gemiddelde waa1·de der energiestroorning over den duu1· eener 
11eriodu gclijk aan de ::;om dcr ener.rJicst?·oomin.rJen, welke af:;rm­
derlijl.; zouden opt1'eden onde1· den invloe<l van ieder der 1'otee1·ende 
sinnsoidale 'veldeu, IOa(ttnit het beschouwde veld is SIJ.amge.steld. 

\Ve kunncn thü.ns mct. groote benndering de geldigheid dezer 
stelling uitbt·eiclen ove1· ecnc willeken1·ige ti:jdmimte, mits slechts 
deze tijdruimte groot is ten opzicbte van den duur eener pericde. 

Om clit an.n te toouen hebben we slechts op te merken dn.t 
de iu tegrnal : 

{t< w,, - w,~ ) d t 
'o 

tclkens ovor den dum· eenor periode dezelfde wan.rclenreeks 
doorloopt, en an.n het eiud van iedere opvolgcnde periode = O 
wordt. 

De uitdrnkkiug: 

+r ( 11'/) _ Wp ) d t. 
·o 

zal dus evonccns an.n h et eínd vn.n iedere periode = O wonlen, 
doch bovendien zullen de doorloopen w:tnrdeo geduroude do op­
volo·ende l)CriOd<m hoe }U.Jli.TCl' hoc mincler VHll 0 versc!JiJlen, 0 11 

b b 

Lcn slot.te na een onbepn.ald toenemcnd aantal pcrioden evencens 
tot O n:tderen, zoodat d us: 

l ft -
t~·~ T. ( w,. - w,~ ) d t= o 

o 

o f 

l ft ,-
Li ru t TV" d l= IV,, 
t = oo •

0 

Hicnrit volgt nu , dat niet nlleen de gemitldc l ~e waurde vtul 
Jr,, ovor een oneindig ln.ngen tijd gel~jk is nan IV,,, doch tevens 
dn.t de afwijking cler gcmiddelde 1\·narde vn.n TVp in een wille­
kourigen tijd t van de waardo vnn TVp: gedurende iedere op-
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volgende periode n.fueemt, eu clus na cen g1·not aantrt.l pc1·iodcn tcn 
opzichte vn.u 1V7, lmu verwn.n.rloosd wonlen ; rn. a. w. : 

de gemicldelc1e wn.n.rde cler energ'ie s trooming ovcr 
e e n t ij d r u i m t e, w e l k e g r o o t i s t e n o p z i e h t e v a, n d e n 
cl u u r e e n e r p e r i o d e, i s b ij b e n a d e r i n g g o l i j k n n n d e 
gemidclelde waarde der euergiestrooming ovcr clcn 
cl u u r e e n e r p e r i o d e. 

Bij onze beschonwingen over asyncLrone wjsselstroom-mn.chines 
zullen we sinusoiclale mngnetische vclden leeren kcnlleu, dic, 
hoewel niet pe?·iodick vcrande?·l1jl.:, toch uit roteerende siuusoidale 
velclen zijn saamgesteld. De uitclrukking voor A" zal duf' hij een dcr­
gelijk veld, wel evenn.ls bij eeu periodiek veranderlijk sinnsoidaal 
veld van den vorm zijn: 

A p=~ zj)IJ cos ) p (o+ ,/1,,) - q t•J t~ 

doch de in deze ontwikkeling optredende groothcden q zullcn 
in het algemeen niet meer door meetbarc gelallen knn ncll voor­
gesteld w orden . 

Passen we nu op een dergelijk veld dozelfcle uescl1ou wingen 
toe, welke ons voor een periodiek veranderlijk sinusoidn.al veld 
leidden tot ele nitkomst, uitgeJrnkt in de stcll ing 11, en clefi­
nieercn we thans ele gemicldeldc wan.rde d er energiestrooming :Lls : 

- . l !t W" = Lm1 - W11 d t 
t= 00 t 

·o 

zoo blijkt weer, dat van ele in de nitdrukking voor W" opt rc · 
clende integrn.len, slechts die van den vorm : 

f 2 

n sin :d ) ]J (O + 1
11

,
1 

) - q CJI t ~ d O = n 

·o 

een aanckel opleveren in de gemidclelde ·wn.n.rcle W.,,, zoodat 
o ok voor het h i er bescbouwde geval de betrekking gelclt : 

-r~v,l = .2· 1 v," l' 
W e mogen d us de stelling li uitbreiden to t 11ict pcriod'ick vc?·­

anderUjlce sinusoidale veldeu, mits der,e slechts u it roteerem1o 
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vclden zijn satuugesteld, en mits we de gemiddelde waarcle der 
energiestrooming beschouwen over een oneindig langen tijd. 

Uit de stellingen I en II volgt dun de stelling: 

111. In cen uit. ?·otee,l·ende si?msoidale velden saam.gesteld ?nagnetisch 
veld is ele gem.iddclde waa?·de de?' ene?·giest?·ooming gelijk aan de 
som de1· e?W?'gie.st?·oom.ingen, ~uell.·e afzonderlijlc zottden opt1·eden 
ondc1· clen in,vloed van ied&l' dct ?'otec?·ende sinusoidate componenten. 

Hiermcde hebben "-e het vraagstnk, wam·mee ''"e ons in dit 
hoofdstuk bezighouden, teruggebracht tot het onderzoek der 
energie-verplaatsing in een roteerend siuusoidaal veld. 

De uitdrukking voor A bij een dergelijk veld is van den vorm: 

A Jlrt = P Jl!l (!11 COS ~ p (O + rx 
1111 

) - (j w t } f QM Q - Jl COS l p (O f {/ pq ) - q 111 t} 
waaruit volgt: 

~ A l''l = r. p J (/ 1' cos l 1' ( {) + l'i ) - q C•l í l - !!... Q (. Q - p e os l p ( {) + {/]Jfl) - q (l l t ! 
v !! Q l 'l { pq l (l }J/ 

J A l 
_J:j = f] C•l p ~ Jl sin l }J (o + ll ) -n "' t l + n (l) Q Q - li sin\ 1J (O + ~1!) - q U) t l 
ô t jlfJ t Jlfl 'J. l 'J. ]!fJ l 

I nclieu we, na vervanging van íl door ?', cleze uitdrnkkingen 
in voeren in: 

W, = ~ ! 211 J A P'i J A 11(J dO 
1

'1 4n,u OQ úl 
o 

en m an.nmerkiDg n em en da t: r n sin ( p l) + ô) cos ( 1J o + é') cl o= 11 sin (O- é') 

'o 

zoo vinden we : 

W = _ l ZJ q w P Q sin p (~1.q - 'ypq) 
pq 2 .u 1"1 1"1 

of, bij in voering der rotntiesnelheid: 

=g~ 
1V1"1 p 

- l p 2 • ) TV = -- w P Q sm p ( 11 
- " 1>q 2 tHJ jltJ JIIJ l'pq '/I(J 

fL 



Uit deze uitdrukking volgt iu de eorstc plan.ts, d <L t i 11 e e n 
u i t g e lij k s o o r t i g e e n k e l v o u c1 i g e v e 1 d e n s a a m g e s t e l d 
m u g n e t i s e h v e 1 d g e e n e e n e r g i e-o v e r b r e n g i 11 g p l n a t s 
b eeft. 

De energie-overbreng ing komt bl ijkbaur tot sta.uc.l <loo r de 
samenwerking van de velden der eorste soort mot de Yclrlun 
der tweede soort van gel ijk a::tnta1 polen en ge lij kc omwcntelings· 
snelheid. 

Bovenclien blijkt echter, dat oncler den invloed van 2 ongelij/,;­
soo?·tige velden met gelijk aantal poleu en gel ijko omwentcli ngs­
sn elheid alleen dan eene overlJr enging van encrg ie tot stuncl 
komt, i ncl ien új ten opzichte v::m elk aar ecn magnctisch ::;ta.nds­
verschil bezitten. Is hierbij h e t vcld der ecrste soor t ten opzichte 
Vall het veld der tweede soort verplnatst in den zi11 dcr r otn.tic, 
dus bij voo?·ijli'flg van !let veld der eerstc soort, zoo is voor (lezc 
vclden sin p (f; - ,( ) positief, en de CJicrg ie vcrplaatst :deit aus 
naa?' de as toe. 

Is daaren tegen h et veld dor eerste soort 1tayle11cl bij IJel. vold 
der tweede soort, zoo vcrplao.tst zich de cnergie vrm de as a.f­
'waa?'ls. 

Volledigheidshalve zonden we th ans bovonstaa111lc bcsoh on­
wingen nog knnnen u itbreiclen tot h et v:m. don logar itlml isel1en 
term A0 ufgeleide veld; we kuuncn ecb tor gcma.kkelijk IH.ngs 
clirccten weg aantoonen , dut de gemicldcltle \\':'lanlc dcr cn crgie­
strooming in doze veld-componeute stoecho· = O i s: 

Hiertoe schrijven we /1 0 in den vor m : 

waaruit volgt : 
A0 =.f( t )1(' 

cY Ân = f' (t) l " v t . ' 

De invocri ug clezer uitdrnkl<ingen in dio voor do ouorg to­
strooming W o lever t ons na vervanging v un '.! <loo1· 1· o p: 

w = _ l_ l ?' . f ( t ) .f' ( t)! :.! 
71 

d o 
o 47f{.t 

(j 
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l 
= - l ?' • j ( t ) f' ( t ) 

2 ,u 

De in totaal gednrende het tijdsvürloop tusschen twee tijd-
stippcn t1 en i2 verpluatste energie ~al bijgevolg bedmgen: 

!{., l f~ 
W0 d t= 2 ,u l ?' f ( t) p (t) clt 

tl tl 

l l l . ? .• ( l = 4 !' ?'l .f ( t~ ) - .r- tl ) J 

Kiezcn we dns de tijdstippen t1 en ~ zooclanig dut: 

.f(h)=.f(t?. ) 

zoo is : 

m. a. w.: 
de verplantste hoeveel hei d enorgio, en dns ool: de gemiddeldc 

1ucwnlc dcl' energiest?·ooming, in een logarithmiscb veld újn = O 
Ol'Cl' icde1· tijdsvel'loop, wam·bij de begintocstand en de eindtoestand 
van het vcld aan elkaa?' gelijk zijn. 

Voor een periodiek vcranderlijk Yeld volgt hieruit onmiddellijk 
da.t de gemiddelde waarde der enorgiestrooming over een gebeel 
aantal perioden = O is. 

Doch ook voor een niet periodiek vern.nderlijk veld kunnen 
we steeds tn·ee tijdstippen a:unrijzen, waa.rop de toesta.nd dezelfde 
is, nl. het tijdstip, waarop het veld begint te ontstaan, en het 
tijdstip, wa.arop het weor goheel vcrdwenen is, voor welke beide 
tijdstippen geldt : 

.r ( tl ) =.f ( ~) = o. 
H ieruit volgt : 
De gemiddeldo waarde der cnergiestrooming in ccn logarith­

ruisch veld over het geheele tijdsverloop, waarin dit veld be­
staat, = O. 

Teu slotte k nunen we opmerkeu dat, aaugezien f ( t) slechts 



-J2 

tu!:ischen cindiyc grens\\·aa rden variccren kan, bij onbcpaahlo 
aangroeiing van t noodznkclijk Yoldaan wordt ann: 

Lim+~ f 2 (t)-f2(0)1 =0 
t= CQ 

en d us aun: 

Lim ~JtW0 dt = 0 
t= <.10 t 

o 
J'.Oodn.t, ook afgezien van clen werkelijken bcst:tn.ns<l uur vnn h et 
veld, de gemiclclelde w.-t.n.rc1e der energiestn>Onting in ccn loga­
ritlunisch veld bij o n bepaalde toenn.me Vllll de bcschou \\·de tijds­
ruim te s teeds to t O nadert. 

Hiennede is aangetoond, dat we in het naagstuk, w:w.rmee 
we ons in dit hoofdstuk bezigbouden, den logn.riLhmischen tcnn 
A 0 steeds buiten beschouwing mogen laten. 

W e keeren th:ws terug lot de beschouwing dcr enc rgicstrooming 
in een 2p-polig sinusoidaal vcld, roteerendc mct de hocksncl ­
heid 1n, dat we ons voorstellen nls gehecl zelfstn.udig optreclcncl, 
on "·aarvoor wc dus. met weglating dcr incliccs 7> ot t q, welke 
dienen t.cr on<lerscheicling vau meerdcre gel ijktijtlig optrcdcntle 
velden, de uitdrukking voor de encrgiestroolll ing schrijvcn in 
den vonu : 

l l 

TV = -!- w P Q sin p ( {J - a ) 
.., !1 

Uit de in hoofdstuk I afgeleide uitclrukki ng voor den kmcht­
stroom per pool N volgt voor een cukel vouclig veld dcr ccrste 
soort : 

N,= 2 P lq'' 

voor ecn en kel vouclíg veld u er twccdc soo r t: 

N., = :2 Q li) _ ,, 
- ' 

Jiebbcn beide krüchtstroomcn betrekking op hctzclfdc cylim1cr­
opperv1ak, zoo is dus: 

l\T N = 4 p o[!. .t v J :.! e 
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W<tnruit, vo1gt, d:.1t we do uitdrukking voor de enero·ics~roomino· 
bij een rotecrend sinusoid:1~1.l \"Cld in den ,·orm knm~cn brengen~ 

J>"J. w . 
11' = - l Nl 1Y, SUl p ({J- (1 ) 

~ !' -

H e t optredcu v n. n de n vorm 1Y N, sin p ( {/- rt) in bovoustn.ande 
uiLdrukking leidt ons to t tle v~·ang, of wc niet de beide krncht. 
stroomen mogen voorstollen cloor de vectoren N

1 
en N~, beicle 

normaal op de richtino- J.· wier tensoren o-eliJ"k ;t,ÍJ·n nan N en o , o 1 

N2 en waarvnn het richtings,·erschil gelijk is aan het mn.gnetisch 
standsverschil der Yeltlon 11 ({J-(!). 

Om deze vrnn.g to benntwoorden merken wc op, clnt gelijk­
soortige enkelvoudige vclclen met golijk an.ntal polon slechts vim 
elkaar zijn ouderscheidcn door een Yerschil in intensiteit en 
door een verschil in stn.nd, en dn.t dns de voorstelling dezer 
Yelden door gelijksoort.ige vec&oren geoodoofd is, mits bunne 
sn mcnstolling to t cen resulteerencl veld kan gcschieden door 
uitvoering vnn eene mn.themntischc opern.tie, welke met de 
samenstclling vn.n vectoren identisch is . 

.Aange~icn 1111 de snmcnstell i11g do~cr vcltlcm nccrkomt op de 
sommatic ntn cenige hn.rmonischc functies vnn u, V<Ut den \Orm 
J> cos 7) ( l) + (( ), wolke sommatie, zoonls bekend mag onclersteld 
\\"Orden, kan ,,·orden ven·n.ngcn door de samonstel ling van 
conigc voctoron, gologon in cemelfcle v lttk, w i er tcnsoren gelijk 
zijn aan de wn.arden vau P, en wier richtingsverschillen met ecu 
willekeurig gegevcn rechte, gelcgen in hnn Ylak, gelijk zijn aan 
do wnarden vn.n 1> (e in do ovcrccnkomstigo harmonischen, is aan 
<le ltln.tst.genocmüe voorwan rdc voldnan. 

\Ve znllen dns gclijksoortige eukclvonclige vclden, en de bij 
doze vclden behoorcnde krachtstroomcn, mogcn samenstellen uls 
voctoren, mits we aan deze vcctorcn r ichl.ingsverschillen tookcnnen, 
wclke gelijk zijn aan 1le maguetischc standsverschillen der over­
ecnkomstjge velden. 

De voorstelling dor in de uitclrukking roor ll' optredende 
krn.chtstroomen floor ue vectoren N 1 en N :!, nonnaal op de rich­
ting 1.:, en met een richtings\erschil = 11 ( :"1- ") is d us volkomcn 
gcoorloofd. Vocren ,,.e met clo~e voorstclling dan tcvens de 
rotntiesnolheid van het veld in ttls een vector: 



w =k ·w 
zoo gaat de uitdl'ukkiug YOOl' ele energiestrooming ovor in: 

p?. w 
W= --z [N:lN,l 

s!' 
Met behulp der boven afgeleicle betrekkingen 1-ijn wc thn.ns 

in staat de energie-verplnatsing tnsschen don stu.tor en clen rotor 
cener electrische machine te bepalen, worlra slechts het mag­
netisch veld binnen het entrefer, en de veranderingen, welkc tlit 
veld onclergaat, volkomen bekend z.ij u. 

Hierbij valt nog de volgencle opmerking te maken. 
Indien we twee ongelijkso01·tigc enkelvouclige velden voon;tellen 

door twee vectoren, zoo is het dnidelijk cht we doze vcctoron 
hebben op te vatten als ongelijksoortige gwotheclen, ·wcll.:e nict 
voo1· vectomle san,cnstelling vatbaa1· zijn. 

Dit is nl. een onmick1elijk gevolg va,n het fcit, tht de 
beide beschomvde velden behulve door eon verschil in ~tanü ou 
een verschil in i ntensitei t nog o p an dere wijzc, n l. (loo1· een 
vc1·schil in vonn, van elkaar zijn onclerscheiden 

Eeu saamgesteld sinusoidaal veld zal dns slechts kunnen wor­
den voorgesteld door de beide vectoren te samcn , wclke icder 
voor zich een der enkelvouclige veld-cotYlJWnenten bepalen. 

In hoofdstuk V zal wor(len aangetooncl dat de kraclt tstroomen 
per pool in een enkelvoudig vclcl symmetri sch újn; we hmnen 
dus a.an deze krachtstroomen bepaalde richtingen, nl. die cler 
symmetrie-l ijneo, toekennen, eu iu verband h iermee de richtiiJgen 
dor vectoren, waarcloor de eukelvoudige velden worden voorgc · 
stelcl, opvatten als overeenkomcnde met de richtingen der krn.cht­
stroomen·. 

In deze opvatting kunnen we dns evencens nog een hepnalde 
richting toekennen aan de krachtstroo1nen in ccn saamgesteld 
veld, waarvan de enkel vondige componenten k n n nen wordcn 
voorgesteld door gel~jk: of tegeogesteld gerichto vectorcn ; in het 
c6lgemeen echtor zal ele toekenning van een bepan.lcle richting 
aan de krachtstroomen in een saamgestelcl sinusoidaul veld 'wiet 
mogelijk zijn. Inderdnacl zal uit onze beschouwingcn in hoofd­
stnk V blijken, dnt in een saamgestelcl sinusoidaal velcl de 
krachtstroomen slechts dan symmetriscb zijn, indicn ele enkel-
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voudige Yelclcn h ctzij gelijkstn.ndig zijn, hetzU een magnetisch 
s tan d s YCrschil be z i t te n Yn.n 1 soo. 

Denken wc ons nu de beide vectoren N t en N :!, welke te 
snmen ecn saamgcsteld sinusoidnal veld bep::tlcn, ontbonden vol­
gcns 2 richtingen O X en O r, en dniden we hierbij de com­
pononten van den vector N aan door jV - en N- die van den 

1 J"" l!f' 
vector N ., door lY,- en N -. 

- -.r 2.!1 

De vcctor-componenten N - en N..,- stellen dan te samen een 
).r -Z 

sinusoidn.nl veld voor, wn.araan we een bepaalde richting kunneu 
toekcnncn, wolke c:orrespondcert met do richting O X in het vlak 
der vectoren. 

Evenzoo stellen de vector-componenten N I/t en N ?.!; te samen 
een ,·eld Yoor, waaran.n we de ricbting kunnen toeken11en, welke 
correspondeert mct de richtiug O T in bet vlak der vectoren. 

We hebben dns het saamgestelde sinusoidü.le veld, waarvan 
we zijn uitgegnan, volgens de richt.ingen O X en O Y ontbonden 
in 2 sinusoidn.lc velden, die in 't algemeen eveueens weer san.m­
gestcld zijn. \Vn.nueer we nu ::u.umemen, dn.t de vectoren N , eu N 2 

verscbillende richtingen bezitten, zoo zal het blijkbnar niet 
mogel~jk ziju de richtingen O X en O Y zoodauig te kiezen, dat 
de ontbondenen vau beide ,·ectoren in een der beide richtiugeu = O 
zijn, en clns het veld in die richting verdwijnt. 

Dit lnatste zn.l slcchts h et geval zUn, indien het veld, voor-
gesteld door de vectoren N 0 11 N zelf" een beJ)Mlde ri chting 

l 2 ' o 

bezit, ruet andere woorden indien de ricb tingen dezer beide 
vectoren samonvnllen, en d us voldan.n is aan de conditi e : 

[N 1 N:a =o 
I s dit laatste echter het geval, zoo volgt uit de boven afge­

leido uitdrukki n g voor de enorgieverpln.n.tsing onmiddeliijk: 

lV= o 
Hieruit mogen we de gevolgtrekking makeu: 

Bij eene elect?·ische rnachine, 'luam·bU ene1·gie tusschen den stato1· en 
den ?'oto?' wo1·dt ovc,·gcb?·acht, ic; het niet nwgelijlc aan lwt 111Có.rJ­

neti~;ch veld binnen het ent?·eje?· cen bepactlde 1·icl!ting toe te l.·ennen . 

Bij ontbiucling van het veld naar 2 richtingcn zullen, hoe ool~ 
cleze 1·ichtingen gel.;ozcn wo1·den, steeds bcide vch.1-componenten 
vcrsch illcntl Yan O zijn. 
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IIOOFDSTUK IV. 

Bepaling van het krachtskoppel eener electrische machine uit de 
verdeeling van het magnetisch veld binnen h et e ntrefer. 

De hepaling van de resultn.nte der krachteu, dic op een systccm 
magncten en electrische stroomcn door het om.ringencle magneti~<.;h 
vehl worden uitgeoefenc11 komt necr op de bepaling van vol ltlllC­
jntegrn.l en , welke volgens bckenclc metho<len in oppervbks-illtc­
gra1en kunncn '''orden omgczet. 

Door M a x w e 11 is n.n.ngetoond, dn.t het verband tusschcn ele 
volume-iutegralen eenerzijds en de oppervln.ks -íntcgralen ander­
z~jds de volgendc physische inte rpretatic toelaat: 

d e r e s u l t a n t e d e r o v e r h e t v o l u m e v a n d e b o­
schouwde magneten en st r oomge l ejdcrs vordee1c1e 
krachten is id entísch met de re s ultante van ecn 
systeem spanningen, vercleeld over ee n willekenrig 
o p p e r v l a k, d a t h e t b e s e h o n w d e v o l n m e g e h e e 1 
i n s l u i t. 

Dniden we weer door l ' den eenheidsvector an.n in de richting 
der normaal nn.ar een oppen·-laks-element cl o, zoo is voor di t 
oppervlaks-element de 1vla x"' e ll'sclte spanning T bcpaald door : 

T = ~ ( ,, s.~ - 2 B . B ,, ) 
o 7( l • 

Voor eeo cylindcroppervlak, \Vnarvnn de ri<~hting cler beschrij­
venàe l~jnen bcpaald is door den eenheiclsvector k, zal llo ccn­
heidsvector ,, overal loodrecht op k gericht zijn en , dan.r dit bij 
de door ons beschouwdc velden evencons het geval is met de 
ma.gnetische inductie B , ;,al de spanning T in eenig punt van 
een dergelijk cylinderoppervlak geen componente volgens ele 
richting k bezitten. 

Voor eeu oneindig smalle strook van het cylincleroppcrvlak, 
begrensd door 2 vlakken, normaal op de richting k, ;,nllen de 
spauningen T als resultante opleveren een krac:ht, normnal op 
de riclJti t~ g k, J,cnevens een koppel volgens de richting k. \ntar­
vn,n de g rootte afh allke1ijk is van h et aan de krn.cht loegekemle 
aangrijpingspu11 t. 

Om nu de resu ltante der spanningeu te l eeren k ennen, wer-
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kende op cen deel van het cylinderoppervlak, overeenkomende 
mct een einclige lengte l der beschr~jvcnde lijn, denken we ons 
dit oppervlak verdecld in oneindig smalle strooken, en voor 
iedcr de:~,er strooken ele resnltecrende kracht en het resulteerende 
koppel bep n:Lld, wnarb~j we de anngrijpingspunten vn.n al deze 
elemen taire k rnchten kiezen op eene as, evenwijdig met de 
r ichting cl er beschrijvende l ijnen. Anngezien we te doen llebbcn 
met een toestnnd, die in ele richting k geene vern.ndering onder­
gaat, >mllen de op de as aang rij pende elementaire krachten als 
r esultnnte opleveren een krncbt, normaal op de richting der as, 
en aangrijpende iu h et miclden dezer as, tenrij l de elementaire 
koppels te samen weer een koppel zullen opleveren volgens 
deze as. 

Dcnken we ons tbans binnen het entrefer eener ele.ctrische 
madüne een cylinderopperv lak : 

!! = ?' 

waarvan de omwentelingsas snmenvult met dje der macbine, zoo 
levert ons de bovenbedoelde samenstelling cler spanningen T , 
vercleeld over de buitenzijde van het cylinderopper vlak, de kracht 
en h et koppel op, werl\ende op de as der machine. 

Fig. 2. 

Aangezien de resnlteerende kracht 

T aeenerlei beweo-ino- der machine-as zal 
l:> 1:> l:> 

kun nen veroorzaken, doch door de reactie 
" der steunpuuten van der.e as zal worden 

opgeheven *), js h et voor 011S alleen van 
belang de wanrdc van het door de span­
ningen opgeleverde koppel te leeren ken­
nen dut blijkbaar (zie flg. 2) bepaald is 

door: 

K =/[ r. T] d o 

*) In hel al!Jemeen zal ueze kmcht nic t = o ziju. Bü tlc pmcl isch loegepn.~le 
machíncs is uit weliswnnr hl!t ge\'al, vooropgcslehl ecn volkomen ccn trc.cr·ing vau den 
rolor; ecn macbiuc waarbij, ook bij volmaaktc uitvocring. het. veld op ele a~ eeu kracltl 
uitocfeut, tl io <loor <le steunpunteu moct '''orden opgeuomen, is eveowel zéér goeu 
d en k baar. 
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wan.rin : 
d o= l ?' d o 

en, dan.r ,, e en eenheiclsvector is volgens de binnen'waa?·ts gcrich te 
uorman.l op het cylinderopper vln.k : 

r = - ,,?. 
7.00dn.t : 

K = l 1· ~ f :! n: [ T ,, J d o 

o 

welke uitdrukking na invoering der bovenn.angegeven iran.rde 
vau T overgaat in : 

l • rln: 
K = S :~~u . [ ( , B 2 - 2 B . B ,, ) " J d u 

o 

of, in aanmerking n em ende dat : 
1t1 A B ,, = - B = - --

1.! ?' ô () 

vA 
[ B ,, J = le Bo = - k -:.-

V (j 

K = - -- lc -- do l ?' !2
1T u A u A 

4-;r,u Ó(.j un 
o 

I n het vorige hoofdstuk vonden we voor de wan.rde dcr cnergie­
strooming in het geval van een rotecrencl magnetisch veld : 

W = _ l n .u ~~1T ú A u A d O 
4n,u og cJ(} 

o 

zoodat in di t geval ele betrekki11g gelclt : 

W = Kw. 
Hieruit volgt : 

b~j een elect?·omoto?· met ?'Otee?'end magnetisch veld is de hoeveelheid 
enm·gie, welke doo?· het ent?·efe?· van den stato?· op den ?'oto?· tuo?·dt 
ove?·gebracht, geHdlc aan de hoeveelheid energie, wellce ve?·eischt wo1·dt 
om den motO?' met synch?·one snelheid te doen a1·beiaen. 

Er kunuen zich nu ten aanzien van een de t·gel~jken motor 
drie gevallen voordoen, nl.: 
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l 0
• Ann do rotorwikkeling wordt. jnist dic l10eveelbeid elec­

trischo one rg ic toegevoerd , welke overccustcmt mot d e enero-ie­
verliezen in d on rotor. De rotatiesnelheid vnn den motor is dan 
11 oochnkelijk gelijk aan de rotatiesnelheid van het veld, en we 
h cbben dus te docn met een zoogenanmden synchronen motor. 

2''. Ann de rotonvikkeling wordt geene electrische energ ic 
toegevoord o f onttrokkcn, w at hetgeYal is bij de asynchronc mo loron 
mo t kortgcsloton r otorwikkcl in g . Do motorsnelheicl 'Wu zal dan 
ccn goringere waarde aannemen dan de veldsnelheid w. 

Tusschen het snelheidsverlies (deu z.g. ,slip" ) ·w - wv en hot 
onergieverlios 1' in d en rotor bestnat dan de betrekking : 

'lU - 'W V (l_ 

--~u--' - W 

3''. Aan de rotonrikkoliug kan nnar willekeur electrischc energie 
tocgcyoc·rd of onttrokkeu worden, ~ooals het geval is hij do 
m eorphasigc collectQr-motoren na1n G o e r g e s, H ey l u n d e. n. 

De'l.e toevoering of onttrekking Yan elcctri sch c enorgic aan de 
l'Otonrikkeling heeft dan als di rect gcvolg eene dnarmede cven-
1'Cdigo vergroot.ing of verkleining tler motorsn elheid boven uf 
beneden de synchrone. 

O p volkomen dezolfde wij~e nls de stellingen van hoofdstuk Jli. 
welke betrekking hebbcn op do energ ie-Yerplan.tsing in een saam­
gcst.cld ma.gnetiscb velcl, kunne11 wc thnns ook de volp;ende hiel'lllCO 
analoge s tellingcn ton ann7.i en vnn het door het veld ove rgebra~,;htc 
kmch tskoppel bewijzen: 

I. In een nit sinusoidale velden saamgestcld magnetisch veld is op 
icde1· oogenbli lc het l:.mchtskoppel gcllj/.; aan de som. de1· /.;rachtskopz>els, 
welkc afzonderlijk zonden opt1·edcn ondel' den Í7t7'locd van ieder der 
sirmsoidale vclden. 
II i n een l)Cl'iodiek ve1·a~lde1'lijl.; sinnsoidaal rnagnetisch veld ,·s 

de r;emiddelde waa1·de va.n het IC?·achtsl.:oz)pcl ove1· den dutw eene1· 
pc1·iode gelijk aan de som der constante l.Tachtsl·~pz>els , well·e of::on­
de,·lijl~ zotulen optreden onder den ittvlocd van iedc1· dm· ?'Oteerende 
'l•cldcn., waamit het be.~chouwdc veld is .qaamgc.9tcld. 

Ill. In een nit ?'otccrencle s·imllsoidal'f 1•e!den saamgcstcld m.agnetisch 
t•elcl 'ÍS de gcmiddelcle w aa1·de ?Jan het krac/tt.d'f>JJ]JCI {leUjk aa11 de 
som de1· l·onsfant.e kl·aehtfll·np]'Cl-q, wclkc (tj"zondm·lUl.: zonde·n opt1·eden 

4 
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onde1· den invlocd vttn icrler ele?' Tolce>·cn<lc sirttUWÍ1lolc mmponclil('n. 
Hicrbij hebbcn we onclcr de gemichlclcle wan.nlc K \'all hcl 

lun.chtskoppel te vcrstn.an: 

K = Lim :!.{t K rl t 
t 00 t . 

o 

welk"' uitclrukking voor een periodiek vernndcrlijk vcld gclijk is 
ann de gcmiddelde wna rcle va n het koppel over don duur cener 
periode. 

V oor e en willel:ctt>-ig vel'andel'lijl~ si n usoidan.l vcld, hepn.al<l do o r: 

A = J> Q 1' cos r> ( () + u ) + Q !! _ ,, cos p ( o + .-f ) 
vinclen we op volkomen de;:elfdc wijzc a l::; Ül hoofdstuk ITT rle 
wanrde ''an IV bcpan.ld werd voor e en ?'olcc>·end si nnsoic lan. l vcld : 

l pl 
K =

2 
- k P (2 sin p ( (f - a ) 
ft 

·welkc uitdmkking nn. invoel'ing det lun.clttstl'oomon N 
1 

en N 1 

overgnnt in : 

p l r ] 

K=~lLN2 N l 
o fl • -

uit de7.e uitd rukking volgt weor: 
1°. Evcnals de energ ie-verplaatsing komt het krn.chtskoppel tot 

stand onder de samcn werking van de velden dcr eerste soort, 
met die der tweecle soort van gelijk aanLal polen; zijn d us in 
het entrefer eener electrische machine slechts gel\iksoortige vclden 
nan wezig, zoo treed t gcen krachtskoppel o p. 

21l. Onder den invloed van 2 ongelijksoo?·ti[!e veltl.en met p;clijk 
n.n.ntal polen kom t nlleen dan eon krachtskoppel tot stnnd, inclien 
r.ij tcn opzichte vn.n elkaat· een mflgneti sch s tanclsversch il bc­
útten. Het koppel, workende op deu rotor eener electrischo 
machíne, is gcricht in den zin, wan.rin het vold der ecrs te soort 
ten opzichte van het vcld der tweede soort verplantst is. 

Roteeren rle beide ongelijksoortigc velden, onder wicr invloeu 
het krachtskoppel tot stnncl komt, met ongeHjke snelhcden, 'l.OO 

i:-; het, kOJ'P~'l pcriodiek Yernnderlijk, en zijn gemiddelde wnn.rdo =O. 
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8eschouwen wc thuns nog voll edigheic1shul vc het uuncleel in 
het kmchtskoppcl, opgelc,·erd cloor rlen lognrithmischen term .11

0
• 

liim·bij vnlt onmiddellijk op te mcrkcn, dut nangezien .1( 0 on-
afhnnkclijk is vnn u, de integrnnl : 

!:!'J 11 0 u A0 i 
- - - - (o 

• ó !! (y (j 

" 
nootlznkclijk =O is, en dn.t dit dus evenecns hot gevnl is met 
het krnchtskoppel K0 , dnt door de hier bescho1;1wde veld-com­
poncnte worclt opgeleverd. 

RU de bepn.ling van het krn.chtskoppel kan dns ele loga.rithmische 
tonn geheel buiten beschou wing bl~jven. 

Met behulp der boveu afgeleide betrekkingen kunnen we thans 
ook het koppel eener electrische macbine bepalen zoodra. het 
mngnetisch vcld binnen het entrefer volkomen bckend is. 

Op dczelfdc gronrlen, als in hoofdstuk IU geschiodde ten a,anzicn 
dcr energie-overbrenging, kunnen we ook hier weer ele gevolg­
trekking maken; 

lndien bij eene electrische machine het krachtskoppel rcrschillcud 
van O is. zoo is het niet mogclijk aa11 het rnagne#sch 1•cld búmen 
het cnt?·ej'e1· ecne bepaalde richting toe te kcnnen.. 

Bij ontbinding van het veld nn.nr :2 r ichtingcn, zullen, hoc ool.: 
daze ?'Íchtin.9en ,qekozcn 'luorrlcn, stceds beidc veld-component,en vcr­
schillcnd \1:1.11 O zijn. 

e 
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IIOOFDS'rUK V. 
N a d e r onderzo e k van het sinus oida le m agn e tisch v e ld. 

Om de verdeeling vnn een sinusoidanl magncLisch v0ld yo1J orl ig 
te l eeren kennen is het vohloende de functic : 

A =P'.!~' cos p (u t ") t 0 ~ ,. cos ·p ('J + tí) 
te onclerzoeken over een hoek n· 

71 
Dan. r n l. voor gel ijke waardcn v an -~, en twce w nan le n vnn u, 

welkc ::_ vcrschillen, de wau.rdcn vn.u Jl op het tcckcn n:L nan 
f! 

elkn.ar gelijk zijn, zal binneo t\\'Ce opvolgenclo h ookcn ~ st c0ds 

weer betzelfde verl(lop der krachtlijnen optreclen, wnnd,jj slcchts 
op te merken vn.lt, dut hietbij nan ovcrecnkomstigc kracht lij nc n 
een verschilleude zin moet wordcn toegek end. 

Symmetris che velde n. - Indic n de krn.chtstroomon pcr pool 
symmct.risch zijn, zullen in twec pnnten met gclijkc ~, gelegcn 
op g;elijken hoeb.fstand tcr weerszijdcn van de symmctric-lijncn, 
steecls waarden vn.n A moeten optrcden, welke op het. t cckcn 
11a aau elkaar gelijk zijn. In de symmetrie-lijncn zclf zal dus 
A =O moeten zijn. 

Bicrnit volgt als noouzakelij ke en volclocndo voorwaanlc voor 
cle symmotrie V[tn het veld, tbt de krachtlijnen : 

A =O 
rechteu zijn, gaande do o r de n oorsprong v an hotcoürd i nn.ten-sysl.ccnt, 
clicn w~j nadcr aauduiden als het ccntrulll vn.n het Ycld 

Uit de vergelijking dczer kmeht]jjnen volgt: 

t 
p 1.! 1) cos p lt + Q 1.! - }l cos p iJ op&= ' 0 J'Q 1'SÍllprt+Q!.! 1'SÍilJJ {J 

welke nitdrukking bl~jkbaar on:tfhnnkelijk vn.n 1.! is voo1· : 
t g p " = t g 1) {l 

Is [tan deze ln.n.l.ste conclitie volcla[tll, zoo gnat el e vorgC'lijkittg· 
der krnchtlijuen: 

A =0 
ovcr in: 

t g p n= cotgp re 

vonrstellenrlr 0en systecm vnn 2zJ rechte lijnen r1oor h et <·e ntrnm, 

·welke elkanr opvolgen np gelijke boekn.fstn.nden ~ . 
p 
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Door dra<tiing van het coordinaten-systeem over een boek_,. 
l>rcngen we de uitdr nkking voor .tl tot don vorm: 

11 = ( p '.! l' ± Q '.! -P ) COS JJ 0 

waarin we het + teeken a~mhouclen teneinde nan P ou Q bcide 
steeds positie·ue wan.rden te kunnen toekennen . 

I3lijkbaar is dus een sym,mel.?·isclt sinusoidn.n.l vcld het;dj enkel­
voudig, hetr.ij saamgesleld uit geli;il".$3tandige of wel uit tegengestelde 
enkelvoudige componenten; dn.arentegen zullen twee eukelvoudige 
velclen vn.n verschilleude soort, wier magnetisch standsverscbil 
tnsschen O en 180° gelegen is, steeds een asymmMt?isch veld tot 

resultnnte hebben. 
De lmrtlijnen der luach tstroomeu per pool zijn blijkbtutr thans 

bepaalcl door: 
cos 2> o== o 

het zij n dus de strnlen : 
{) rr 3,-,: (-±p - 1 ):• 

= 2p' 2p enz. 2zJ 

Voor het gebied, wnarover we het veld zul1en onderzoekcn, 

kiezen we den hock. ~ tusschen de hartliJ·nen: p . 

e- + _::_ --2p 

Wij hebben d us slcchts te doen met kracbtlijnen, welke geheel 
binnen het bcschouwde gebiecl gelegen zijn; allo krachtl~iuen 
zijn, wat hun vorm aaugan.t, symmetdsch tcn opúchtf\ vuu don 
straal O== O, en bezitten dns ter weerszijden van deze lijn tegen-

gesteldcn zin . 
a. En k.el-vouclig velcl de1· ee·rste soo1·t. 

Uit de vergelijking der krachtlijnen: 
A == P !! 1• cos p O 

\"Oigt, d;Lt Yoor de positicve en negatieve wn.arden V<tn ,1 de 
k rachtlij uen afwisselend zullen gelegeu z\jn binnen de hoeken 

::._ , gevormcl door de l1artlijnen van het veld . 

p I3innen het beschonwde gebiecl, begrensd door de hartl\jnen: 
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~ullen we slecbts te docn heuben meL posüievc waardon \'<Ul .-1. 
Tussohen: 

i s 
(j = - _::.._ P.ll o = () 

:2p 

uA 
(J (J , en d us 

posi tiej , dauren legen tusschen: 
71 

O= O en U= 9 ... p 

negatiej; ru. <t. w. u = - ~"'- is hartlijn van ecn bn-itenwam·t::; gc-
2p 

rich ten krachtstroom, o = 
2
np vun ecn lrinnenwcta?·ts gcrich ten 

. krachtstroom . 

ll'ig. 3. 

Gaan \\'C iu f1g. :; het vcrloop 
uu der krachtlijn: 

P r; J) cos 1J o = a 

waarin ct een posi tieve c:on.­
stantc is, zoo blijkt onmiddcl · 
lijk dat de minimale waardc 
van 1.' : 

J l 

~ = 111~ 
optreeclt voor u = O, tendjl bij 
vemnclering van o vau O tot 

1t l . . t ± '2 '(l , l! rege mat1g aangroe1 

to t OJ. De krachtl ij n loopt c1ns 
asymptotisch aan ele heide hart­
lijnen , welke het heschouwclc 
gebied begrenzen. 

Is eemnaal het verloop 
eener bepaalde krachtlijn vast­
gestelu zoo worden alle andere 
krachtlUnen verkregen door 
verandering de r voerstralen i n 

/1 
reden van l a. 



Bcpalcn wo den hoek O, \rU:lrondc l' tle voerstralen de kruch t­
lijncu snijclen. 

Uit: 

P (' 1, cos p o = a 
volg t. voor constanto a : 

dus : 

!! jl- 1 cos p O- !! 1• sin p o ô 
0 = O 

õv 

JO 
tgo = ,, - =cotgz>O ' u ~ 

. De h oek O Llijkt d us onn.fha n kelijk te zijn van 1.1 , m. n. w.: 
-wcle1·e voerstr·aal sm(jdt de gezamentlijkc kmchtli:jnen onder· gclijke 
hocken . 

In het geval van een twecpolig veld is: 

tg o= cotg O 
dus: 

De k rachtlijnetl (fig. ·1) újn in dit go­
vn.l normnal gericht op de lijn O = O, 
en dus evenwijdige recbte lijnen. 

Bct 2-polig sirwsoidaal veld cle1· cé1·ste 

;)-----+---"---+-~- soor·t is bijgevotg eer1pa1·ig. 

ll'ig. -1. 
Heeft men eenmaal het ,·erloop der krncbtlijnen vastgesteld 

b innen een hoek ~ zoo verkri1· (Tt m en <.loor 2p-voudige ver-p l . o 

plao.tsing dezer krn.ch tlijnen telkens over een boek vau deze 
g rootte het volledig bceld van het maguetisch vcld. Dit lao.tsl.c 
is in fig. 5 voor een vierpolig veld der eerste soort uitgcvoerd. 

Uit de betrekkirJo- · 

volgt, llat in dit 
hvr)er boleil z,· · .; ' J11 , 
het veld. 

o · 
p l! 2 CO$ ~ (} = (L 

geval de k rnchtlijnen takken va11 gelijkzij<.lige 
wier asymptoten de beido hartlüuon újn van 



Fig. 5. 

De kruchtlijn.en zijn in de~e figuur goteekcnd voor waa.r<lcn 
vun a, welke telkcns l verschillen, 'l.oouat tusscllen twcc opvol­
gendc kra.chtlijnen per lengte-eenheid dcr a.sricbting ccn l~rachL­
stroom = l optreedt. De kmch tlijnen t rckken ~ich l>uitcuwaa.rls 
steeds meP.r naar de hartlijnen sn.men; do wan.nlc dcr knt cl!L­
stroomen neemt dus toe na.n.rmate men zich vcrdcr va11 de a~ 
vun het vcld verwijdert. 

Dit luutste Yolgt t rouwens onmiddellijk uit <le uild rukking 
voor den krachtstroom per pool: 

N= 2 Pl!J'' . 

Het gevolg hicrvan is, dat een veld der eerstc soort zich ninnnor 



tot in h et oncindige kan uitstl'ekken, doch sLeeds uitwendig be­
grensd moet zijn door een discontinuiteitsvlak, wan.rbuiten het veld 
ecn anderen vorm aanneemt. 

b. Enkelvottdig vcld de1· twccdc soo1·t. 

E,·enals b ij een velc1 der eerstc soort zulleu in het beschou w de 
'lf 

gebied , bcgrenstl door de h:utlijnen O=± 2- slechts positieve 
1) 

waarden van: 

A = Q !! -p cos p O 
optreden. 

':russchen : 

bezit 

n 
O= -

2
- eu O= O ·p 

Bq = !_ ,r A 
~ J v 

/ 

" wecr een t>osi'l·ieve, tnsschen : 
~~ n 

IJ = O en 8 = n­
:t.1J 

een negatievc waarde; m. a.. w. 

t-f ....--- - - - -- - ---~·" · ·.___... u= _ .:!- is weer hartlijn 
,1;-:<------·:· 111-.~~~ 2p 

#~';;"' \" :r 
../ ' ' van een hniter~wam·ts, O = 9-

0/-" _ _ _t __ ___ +-- -+~" van een bimncnwam·ts ;,! 
~ / ,s richlen krachtstroom. 

·,._,, / / Onderzoeken we in iig. o 
' ,.._ / l 

-.::.:--- --- _..... / de krachtlijn : 
......... ,,." ____ ______ ,- (2 '.! ~~~ cos p(/= b 

F ig. 6. 

zoo bl ijkt cbt thans de ma­
.~.;únale wnarde v an f:!: 

optreedt voor o = O, tcrwijl bij verandering vn,n O van O tot ± 2 ~) 



de waarde van v regelmatig op ll afneemt. I n h cL t:entrum raakt 
de krachtlijn aau de beide hartlijneu, wclke het te onLlerzoeken 
gebied begrenzen. 

Nadat het verloop van een bepu.alde krachtlijn is vastgesteld, 
kan iedere willekeurige andere krachtl~jn bepan.ld "·orden Joor 

}l 

veranderiug der voerstralen in omgekeerde rec.len van l b. 
Op dezelfcle wíjze als bij een veld der cerste soort deu hoek O 

bepalende, welken de voerstralen maken met de richting dcr 
krachtlij nen, vinden we : 

tg o= - cotg}J /J. 

Icdm·e voe1'Stmal snijdt dus ~veer de f!CZamcntl-ijke b·achUijncn onde1· 
gelijke hoeken. 

l 

Fig. 7. 
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Door 2p-voudigc ''erplna.tsiug vn..n het krachtlijucn-trac6 tus­

schcn twce opvoljende hartlijnen telkem; ovcr een boek ~ 

vcrluijgcn we weer het volledige beeld vn.n het magnetisch vell 
In fig. 7 is dit voor een vierpolig veld uiLgevoerd, wnarbij 
wcer <.le kruchtlijnen zijn geteekencl voor de waa.rden van 
a = O, ±l, ± 2 em:. 

Uit de betrckkino· · o· 

Q f! - v cos 2 l) = b 

volgt, da.t tha.us de krac:htlijncn, gelegen tusschen twee opvol­
gcnde hartlijnen, halve lemniscn.ten zijn. *) 

De krn.ch.tstroomen per pool: 

N= 2 Q l!!_ ,, 

ncmen thans binnen\Yaarts onbepaald toe. 
IIieruit volgt àus, dat een velcl cler tweedc soort %ich nirnmer 

tot het centrnm kan nitstrekkeu, doch stcctls inweudig begrensd 
'l.Ul mocten zijn door een discontinuiteitsvlak, waarbinnen een 
vold van anderen vorm optreedt. 

e. Saamgestelde S,IJlnrnet?i.sche velden . 

In h et algemeen kn.u het krachtlijnen-tracé vn.u een san.m­
gcsteld vcld op eenvonciigc wijzo uit de krucbtlijnen-tracé's der 
sarnenstellende velden w orden n.fgeleid. 

-
·») l!lij ldJ:tar llijn tlus elo krncht!Uncu in t.wee 4·poligc goliikstandig~ ougolijk~oortigc 

cukch·oudigc ,·eldcn elkaars iuvcrscn, waarhij het ccutrum tlcr bcielc vclelcu tcveus het 

invcrsicccnlrum rlcr krachtlijnen is. 
lJat tlczc cigensl!hap nfgemem gclelig is \'Oor lwcc 2p-poligo golijkstandigc ougelijk­

soorlige cnkclvoudige ,·cldcn, blijkt onmidelelijk, iuelicn wo opmcrkcu dat uit ele voor 
tli t gcval .tjllltlcm.lc vergelijkiugen van 2 ougelijl;soortige kracbtlijuen: 

e u 

onmitldclijk ,·olgt: 

dus: 

p l! 
1
1) <:OS p U = a 

Q 1/ i !l cos p 8 = b 

p a 
Q 1/ ,t' 1/l/1 =b 

1/ 1 !! 2 = constant 
welkc betrckkiug nlgemccu uildruld, dnt rle ucielc bcscbouwdo kromm o.ln elknnrs 
iuvcrsen zijn. 
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Dniden we de functic A voor de enkehoudige uo1uponenten 
aan door A 1 en A,, zoo lS voor het resultccrellllé \' ei d: 

A = tL l t , \ l • 

Het snijpunt der krucb tlijuen vu.n de !-3am<.:nstellende Ycldun: 

A 1 =a 
en 

A 2 =b 
levert ons bijgevolg een punt det· kmcbtlijn: 

A =a+b 
van het resulteerend veld. 

Denkeu we ons thans (fig. S) cen recks kr:.wlll.lijll.Cll v:.m !tet 
eerste veld : 

A 1 =a, , a 2 , a:, euz. 

eu eeo reeks krachLlijncn van het tweedc velcl: 

A 2 = b 1 , b 2 , b 3 en z. 

wao.rin de getallen a en !J rokcnkuu­
dige reelo;en vormon mct hctzelfclo ver­
schil, zoo leveren ons de snijpuuteu 
der opvolgendc krachtlijn<::n van de 
eerste reeks volgens toenemcndo waar­
den van a, met de opvolgende kntcht­
líjnen vau de twecde Tceks volgc!ls a.f­
nemende wa.arden van b, een seric 
punten, welke alle gelegen r.iju op ccnc 
krachtl~in vnn het resulteerend vehl. 

Op de?.e wijzc vinden we bijgevolg 
eeu reeks krachtl ijnen van het rcsul­

teerend veld als dia.gonaals-gewijze verbindingskron1men der !-3n~j ­
ptUlten vau de krachtlijuen der samenstellende vclden. 

De in het volgeude afgebeelde krachtlijncn-figurcn van sun.m­
gcstelde velden 7.ijn n.lle op deze wij'l.c verkreg<:n door Sll pcr­
positie der hoven voorgestelde eukelvoudigc velden. 

Beschouwen we vooreerst oen uit twee gelijlcstanclige enke1-
voudige velden van verschillende soort samengestelcl vcld .• wu.ar­
van het krachtlijnen-tracé jn :fig. 0 is afgebeeld. 
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li'ig. 9. 

U i t de voor een dcrgelijk veld geldende u i tdrn kking derfunct.ie A: 

A = ( p !.! 1• + Q !.! - }J ) cos ?J o 
volgt wecr, clnt hinnen het te onderzoeken gebied slech ts ?J08itieve 

11 

wnarclen vnn A optreclen. De stran.l li..::.- 2 p is weer hartlijn 

van ecn lmitenwact?'lf{ 2"Crichten krn.chLstroom, O=_'!!.._ vnn een 
v 2p 

hinnenwact?·ts gerich te n 1\:rnch tstroom. 
vV e merken vooreerst o p, da.t bij o n hepn.a1d toenemende t! de 

invloed vnn h et veld der t\recde soort, bij onbepnald n.fnemencle 
!! de ínvloerl van het veld der eerste soort. op het resulteerentl 
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velcl verdwijnen; hieruit volgt : in het ccuf1·um mhm a./lc I.Tachl­
l·iJncn nan de ha?·tli:inen van het vclcl, tenoUl ::1} hon:ntlirn tlc:w 
hm·t!i}'nen tot asymJitolen hebbe11. 

Losscn we nit de vergelíjking dcr kracht.lijn : 

A =a 
~: op als fnnctie v a n O, zoo vinden \YC: 

a± V a' - 4 } J ()e os~ 7) u 
IJ1J = -- '' 
' 2 p cos J> o 

welke ujtdmkking voor: 

4 p Q cos '!p u < (L ":! 

twee positicvc waarden van 1.! P J en d ns \':'tn '.!> oplc,·c r t.. 
Voor : 

4 P Q cos 2 p O = a '! 

worden beide waarden van !! nan elkn.ar gelijk, ter~' i.il Yoor: 

4 p Q cos l r u > a 2 

geen besta.anbare waarden van l! optreden. 
Blijkhaar zullen -we dus te doen hebbcn met een vcrschi ll cnd 

verloop der krachtlijncn, n.lnaarmate ele constantcJ wn.armcdc (]e 
functic A. g elijk gestelcl wordt, g rooter dan , gclijk n.anJ of klcinOJ' dan 
2 1/ f'(/, is. 

We zullen cleze drie gevallen achtereenvolgons onderzoekou. 

1"'. A= (t < 2 VFQ 
Vve verkdjgen twce wü.arden van 1/ voor waarclon v an 11 J 

wan.r bij : 

al 
cos 2p fl < 4 r Q 

welke wnarden a n. n e l knar gcl ijk wor<len voor : 

'l a~ 
cos p (J = 4 1' Q 

en dan bedragen : 



Krachtlijnen van doze soort bestaan dns b lijkban.r uit t\rec 
tn.kken, wclkc symmetrisch liggen teu opzichte vau de l ijn 11 =O. 

Boide ~akken strekkcn zich nit van het. ccntrnm tot ú1 het 
oncinclige; cen r1er tn.kken is gelcgen tusschen ele hartlijn: 

en den voerstran.l : 

8 = .!:.._ 
2p 

l a (} =p bg cos 2 11 p Q 

de a ndore tak 1s gclegen t usschen de hartlijn : 

en d en voerstmal: 

n 
0=---

2p 

l a 
o = - p bg cos 2 1/ p Q 

In het ccn trnm rn.ken beide takken ele hart.lijnen; vervolgens 

nn.clcrcn zc tot de voerstralen : 

1 a 
() = ± p bg cos 2 v p Q 

welkc zij rn.ken in hunne snijpunten met den cirkel: 

11 =!.!u 

om dn.n.rna wccr te naclercn tot de hartl\jnen, waara.an zij asymp-
totisch verloopen. 

A= 2 VP Q 
Voor dit grcnsgeva.l gan.t de vergelijking der krachtlijn over in: 

u P = 1 / Q . l ± si n p fJ = -~~ Q . e os? 8 ' v p COS J? (j p l =F Slll ~J 0 

V an de bei de tn.kken , overeenkomeude m e t het t en - t.eeken 
in bovcnstn.n.nde uitdrukkü1gen, zien we onmiddelijk in, dn.t zij sym­
metrisch gúlegen zijn ten opzichte der lij n o= O, zoodat we kurme11 
volstaan met den tak, overeenkoruendc met het t teeken in de 
eerste en met het - teeken in ele tweede uitdn1kking, nn.cler te 
ond erzoeken. 
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Vooreerst m erken we op, dnt iedcrc wnn.rcl c Y:m IJ tu~schE>n 

± Z~J één positi cve w:Htrdc vnn '.! oplovcrt, wolkc con lillll aan­

g rocit mct O. 

UiL: 

volg t Yoor 

uit beidc uitrlrukkingen: 

voor (}= O 

en uit: 

voor O= ..;:__ 
2zJ 

J
/ Q . cos 7?_!! 

P 1 -sin p u 

1.! = 0 

!! = ljo = 

1
/ Q . l + S ÍJI J' /J 

l) cos 7> u 

lj = r:/) ., 

De Leschouwdc tn.k mnkt dus m hot centrum ele ha rtlijn 
rr . l . . u 

V= - .--:) e n vcrloopt n.symptotlsc 1 uan de hartltJII u= 9 - ; om-
- P -P 

gekeerd zn.l dus de tweec1e tak in het contrum de h arU ijn u= '27~> 

raken, en nsymptotisch verloopen uan de hn.rtlijn o = - ' J
71 

• Beit1c 
.. p 

takken h ebben voor o = O een gcmeensch n.ppelijk snij pnnt mct. 
d en cirkcl ~; = 1.! 0 ; de lc?·achtMjn bezit <lw; ecn dnú belJmint. 

Voor de overigc kr<tehtlijncn vonden wc, dat z~j <1en cirkel 
!! = ~~~ normaal snijclen; clat di t met el e heido t.akkcn cler besch onwclc 
krachtlijn nieí het geval is, toonen wc gemf!kk cl ijk an n door 
bepaling van o. 

Uit 

volgt onmíddellijk : 

!! 1! - 1 = 1/(j . +_..!_+_sin JJ O <r /J 
p 00$ .L 1) IJ l~ ~~ 



en dus : 
v o 

t g o = !! - = ± cos p o v!! 

zoodat voor O = O t g o = ± l ' d us () = ± i 
De boide to.kkon dor krnchtlijn snijden bijgevolg den voerstranl 

vnn h et dnbbelpnnt onder eon hoek va.n ± 450, dus elkanr onder 

ecn h oe k V<l.ll no~. Armgcz.ien de krachtlijuen tusschen o = - 2 ~ 

en O = O buiten wan.rts, tussc:hen o = O en (j = 9. n binnemvnarts _, p 
gericht zijn, keert in hot dubbelpunt in beide takken de richting 
der krachthjn Olll. Do wan.rde der indnctie B in het dubbelptwt 
is dlls = O, wnt t ronwens reeds hieruit volgt, dnt in het clubbel­
punt do afgeloiden rler functie A, zoowe1 nao.r ~· als naar O,= O 
llloeten z~jn . 

A= b > 2 ll PQ 

In dit geval levert icderc wao.rcle van o t\rec positievo wnar­

den van !! op. 
Voor O= O is de vorm achter het wortelteeken zoo klein 

mogelijk, en dns de \\'anrde van q, overeonkomenclc met het + 
tceken, cen m inimum, 1Jcpanld door: 

ú t 1/ b "i - 4 P(i 
o1' = > 11 ' 2P f.!o 

dio mct het - tceken, een mnximum, bepaald door: 

b- \1 b ~ -4PQ-
,,11 = < 1111 ' 2 p -o 

BiJ. veranclerüw van O van O tot ± 2 neemt de eersic wannle 
b 2p 

van 
11 

ouhepnald toe, terwijl de tweede op O afneemt. 
Icrlere krnchtlijn vnn deze soort bestaat dus uit twce takkcn, 

uit- en inwendig gelegen ten opúchte van don cirkel!.! = (!(, wnnr­
van de oerste in vonn oeue overeenkomst vertoont met de krncht­
lijuen vnn een veld cler cerste soort, de t~yeede n1ct dic Ya.n 

een ve1cl cler tweede soort. 
Een vclcl, dat :wowel een componente d er cersto soort als een com-

5 
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ponente der tweede soort bezit, znl zich nocl1 lot in h et o ncindigc. 
n och tot in het ccntrum k u nncn ui tstrckken, on zn.l dns 'Zoo wol 
in- nls uitwendig door disconliunitcitsvlakken mo<· lcn hcgrcn!<d 
7.ij 11 . 

Ncrnen wo nls 'l.Oodn.nig uan <le cyl inder-oppcrv h kkcn : 

!.!='.! 1 e n !!=1.! 2 

Voor het geval voldaan is nan de ongel ijkl 1cdon: 

f.!, > l.!o > !! 2 

znllen binnen het besch ouwcle gcbicd optre<l cn : 

1o. Krach tlij nen, welko ptmten van bc ided iscon Linuiloit.s Ylak k cn 
rnet el kaar verbinden. 

De krn.chtstroomen, welke uit clcze krnchtlijncn 'l.ijn ~n;tmgcstcltl, 
worden eenerzij ds hegrensd doo r cen dc r lmwhLlijncn : 

A = 2 ti PQ 

n.nclerzijcls door ccn der k rachtlijnen: 

A = -2 \IJ' () 

De waarde d er krachtstroomen, ovorgaanclc van het cen0 clis­
continuitcitsvln.k n aar het an dere, bed railgt h ijp;cYolg: 

N 0 = 4l !/)!Q 

2°. Krachtlijnen, welke twcc punte n Yttn ccnmlfcl c cli ~wonli­
nu iteitsvln.k mct ellmn.r vcrhindcn. 

Zij zij1l alle gelcgen tusschcn de hci<le t:\.kken Y:tn oeH t1cr 
kracbtlijnen : 

A = :t 2 Vl'rJ 
hetzij nan de buitenzijcle, h ctt.ij aan ele binne nzijtl c van hnn 
snijpunt. 

Denken we ons de bcidc d iscontinu iteitsvlakk en n.ls d e hc­
grenzíngen van het entrefer cener electrische machine, t.oo dringL 
zich de overeenstemming op vn.n do s u b l beclocldo krac:htstroomc 11 
m et d e voors tell ing, clie men zicl1 p;ewoonlijk ruaakt van h e t 
zoogenaamde restveld der mnchine, en e YCI'l 'l.OO van de sul> 2 
bedoelde krachtsl roomen met <lie clcr zoogen:t:tmclc lckve1<lo1L 

\Ve znllen echter nader uantooJl en clat dczc oven3CllSLcnlnl ing 
in het a lgemeen niet bcslaat.l 

Besch ou w en w e te n slotto het s~·m motrjseho vold , o n tst nande 
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cloor s:tmcnstellin!r vn11 t t z ~ wee ,e,r;cnge.c:tc de enkelvoudiac 1 . 
vn.n veJ·schillencle soo1·t. n ,.e den 

llit de voor diL gevn.l geldende uitdrukking: 

A = ( J>!.! 1' - Q!.! - p) cos J> u 
volgt, rlnt voor: 

A = O wordt, en <lnt bijgcvolg het volleclige krach tlijoen-complex 
A =O ihnns uiet meer uit­
sluitcnd bestnn.t uit de 2p 
hn.t·tl ijncn vnn het veld, doch 
bo,·cndien den c irkel !.! = !.!o 

om ,nt. 
Binnen J1et teonderr.oeken 

gebie(l, hcgrcnscl door de 
h n.rt1~j non : 

is A posiiicf nan do bniten-
7.ijue, negntíefnan debinnen­
:djflc vnn den cirkel !.! = !.!(l · 

De hartliJ·n O= - ...!!._ b('-2p 
hoort bij een binncmmarts 
gerichten krachtstroom ao.n 
de binnenr.ijcle vnnden cirkel 
!.! = !!u• en tegelijkertijd bU 
ec n buitenwaarts g erichte11 
kmchtstroom nan de buiton· 
r.ijde v:u1 dezen cirkel. De 

hartlijn o = .]_~J dao.rentege11 

bchoort hij cen buitenwanr ts 
Fig. 10. gcrich tcn krnchtstroom nan 

do hiunenr.ijde, en ecn binnemr:tnrts geri chtcn krnchtstroom n.nn 
<le buitcnr.ijde vnn den cirkel l!= Q0 • 

An.n do buitonúj <lc vnn den ci rkel l! = !!u trcdcn kmchtlijnon 
op, <li o cenc ovcr ecn komst in vorm YcrtoorH'll m<'L di e- vnn C'<'n 



veld dcr eerste soor t, aan de Linn enzijde krachtlijnen, iu vo rm 
overeonkomend met d ie van eon veld der twecde soort, zoonls 
hlijkt uit het krachtlijnon-tracé van fig. 10. 

Kiezen wo voor de d iscontinni teitsv1akken, wolkc l 10L Ycld in­
e n \lÍ Lwendig begrcnzcn, wecr tweo c:ylin<lcr-oppcrvlakkcu: 

f.! = !! 1 en Q = v~ 
\vaarbij : 

zoo treden gccn krachtlijnen OI\ wo1ko <lc:r.c vlnkkcn mot clJ.~[t:w 
verhinden. 

Asymmetrische velden. - Zooals wo ge:r.ien h ebbon, Jovcr t ele 
samenstelling van twee enkelvoudige veldcn van yerschillomlo 
soort een asymmetrisch vold op, indien het , magnctisclt" stalllls­
vcrschil r der componenten gelegen is tusscl1C11 O en 180°. 

Oonditie voor de asymm(:·trie van het vold is dns : 

P Q sin r~() 

Blijkens de in de houfdstukken I II ou IV afgcleide uitclruk­
kingen voor de energie-overbrenging door het entrefcr, en voo r 
hot koppol eeuer elcctrische machinc, :t.i.jn deze bcidc g rooth cdcn 
mot bovenstnande uitdrukldng evenreclig ; m . a. w.: 

het magnetisch velcl van eene e.leci?·i.sche machine, ?<JCta?·biJ ene?·gie­
ovm·b,·engi?1g doo?· het enl?·e_fe?· plar.tfs hecft, of wact?·bij ccn koppel 
op den ?·oto?· 'Wordl ~~itgcoefend, is noodzal:cl~j/.; asymm.et1·isch. 

Het asymmetrische veld speelt dus iu de theoric dcr elcctrischo 
mnchines een veel gewiclltiger rol dan de Ül hot voorgaanclc 
boschouwde symmetrische velden. 

Bij in voering vnn het magnetisch standsverscbil r <l er compo­
nenten, is het steeds mogelijk h ot <.:oürdinn.teu,-systccm zoethnig­
te kieZCJI, clat de nítdrukking voor A den vorm aanncomt : 

r r A = I) !! 1• cos ( p ú - 2 ) + (J. !! -1, cos {P o + 2 ) 

waarbij de 1 ijn t) = O d en hoek ~ tusschen de hartlijn en v an 

tíYee krachtstroomen der srunen~tell endo velden n'li<lclenfloonlcclt.. 

) 
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Do ha.rLl ijnon v au elo componen lo clor cersto soo r t zijn dan : 

O 
1T+i' 3n+{ ( -lp-l ) ;r+y = - - 1 en z. .:..._-"'----~_..:...-.;._;_ 
2p 2p 2p 

dic van do componente der tweede soort: 

1T- r 3 rr- ;· ( t! p- l ) 1r- r 
o = -

21
, , ?. cnz. ~ 
, ~ P :..p 

Morken we weer op, dnt bij onbepaald toenemonde!! <lo invloed 
v:m <lo componente oer tweede soort, bij onbepan.ld n.fnomoucle 
f! ele inYlocd vnn de componente der ecrstc soort verdwijnt, 
zoo volgt Lie ruit. d~ü in het ccntrum de krnchtlijnen rakeu aun 
do lijncn: 

n - ; 31T-r 
ú= -·- · enz. 2p 2p 

torwij l ~t.ij nsymptotisch verloopen nan de lijne11: 

rr+r 3;r+i' 
O= -

2
-- 1 ,.. enz. p '.!.J) 

Ondcrr.oeken we in de eerste plaats het verloop der krncht-
1 ij no n 11 = O. Uit de vergclijki n g dozor krn.chtlijncu: 

1 r p ~· l• cos (p 8 - 2 ) + o ~ - }l cos (1> IJ + 2 )= o 
volgt: 

• Q cos (J> o + ~ ) 
,, ~]l - - -
, - P r 

cos (p o -2) 

zoodat wc 6ón positie\·e ,yaa:rclc vnu !! vinden, mits cos (r fJ + 1) 
r eu cos (p o- 2 ) verschíllendc teek en s bczittcn. 

'I'nsschen: 
-n+r rr- '{ 

O= - - en n= - -t,p 2 p 
en eveneeus tusschcn : 

n+r 8 3-rr-'( 
o = 2 p en = 2 J) 

- r 
hebben cos (p o+ ·~) en cos (p o- ]) hetzelfdc teeken, clr~.t m 
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h e t eerstc gcval posiLicf, in het twcedc gcval ncgalicf 1s, en 
vindeu we clus géén best.aanbare waanlc van l!. 

TLtsschen: 
'll-r n+r 

11 = - '>-- en v = -9--
:.. p .J. J> 

is cos (p 11 + ~ ) negatief, cos (p O-~ ) positief, 0 11 vinden wc 
~ ~ 

clus één positieve waarcle van ~· . 
Eén der krachtl~jnen ~1 = O verloopt clus gcltecl tussd1e11 elo 

hartl~jnen : 

fJ=n ±r 
2p 

van de beide samenstellencle volden. 
Evenzoo vinden "·e krachtl\jnen A = O V<LJJ gclijkcn vorm 

tusschen de hartlijnen der samcnste1lende vclclcn : 

en z. 

Voor: 

0= .2_ ,3 71 
2p 2p e n z. 

'IVOrdt: 

We zullen nu het vcld onderzoekeu tusschcn de boide op­
volgende krachtlijneJJ A = O, welke clen cirkcl !! = 1/0 snijclcn in 

O = ± -1, ~ • In het beschou wde gcbied is dan A overal positicf. 

Lossen we uit de vcrgelijking uer krachtlijnon: 

A =a 

!! op a1s fuuctie van u, zoo viuden we: 
-----

a± ya2
- 4 PQ( cos 2 1' fJ - sin 1 ~ ) 

r)Ji = 
> 2 J> cos ( p o - f ) 
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welkc uiLdruld:ing twee positieve waanlcn voor 1.! oplevert, inclien: 

i' 4 PQ ( cos 2 p O- sin 'l 2 ) < a 2 

i s, \relko \Yaarden aan elkaar gelijk worcleu voor: 

'! P Q ( cos 'l 11 o - sin 2 i ) = a 2 

terwijl voo1·: 
l 4 P Q ( cos 'l 1J o - sin 2 
- ) > a 2 

2 
geen bestannbare waarden vau 11 optreden. 

\V at aangaat het verloop der krachtlijnen, hebben we clns weer 
de drio volgeude gevalleu te onderscheidcn : 

A = (L < 2 J/ l! Q cos ~ 

Voor waar:den van O, waarbij : 
1 a'l · 2 i' 

cos p o < 4 PQ + sm 2 
worrlen t.wee positieve waarden van (' verkregen, wclke uan 

e l k aar gelij k w orden voor: 
a'.! "/ 

e os 2 2J 11 = 4 PQ + sin ~2 

Krachtl\jnen van deze soort bestaan clus uit twee takken, 
1velk:c zicb u1tstrekkeu van het centrum tot in het oneindige. 
TIJ het centrum raken zij aan ele hartlijnen vnn het veld cler 
t\veecle soort : 

± 1T - r 
{) = 2p 

terwijl zij asymptotiscb verloopen aan de hartlijuen van het veld 
,..cler eerste soort: 

±rc+r 
f)= 2p 

popalen we de snijpnnten der beicle t.u.kken met den cirkel q = qo· 

Uit: 

a ± 1/ a 2 
- 4 P Q ( cos 1 p O - sin 2 ] ) / Q 

- - =1]5 
2 P cos ( p e - !.... ) 

2 
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volgt nrt eenige herleit1ing : 

a 
cos p o = -----

2 v P7T cos !__ 
"' :2 

De snijpunten der beicle takken met don cirkcl t.: = !!,> liggeu 
<1us ter weers;r,ijtlon en op gelijken afstauçl van fJ = O. rl'cvens 
blijkt dut de krnchtbjnen, wnarvoor : 

a > 2 V P(] cos { .., 
den cirkel f! = '-!v uiet Sllijden. 

Bepalen we deu hoek o, waaroncl er de vocrs trn.lcn de krac:ht­
lijnen snijden: 

,J A ,, _ 
to· O= ,,cJ O=- ' oi.! 

o 'õl.! v.A 
v() 

Uit: 

Ji.l P ( r) Q '-! -;;- = p '-! )l cos J> o - '5' - 1) '.! 
u (l .:.J 

Jl cos ( '[l J) + ~ ) 
en 

6A 7 ~ 
- ~o =p P •./' sin (p o - -;i) + p Q '-! - 1, si u (p o + ~) 

o ~ ~ 

volgt : 

. p ~,1' cos (p (j -i) - Q !! - 1) cos ( 7} o + ~- ) 
to·()= ----------------

0 P !/'sin ( n O - ~ ) + Q l! - 1, si u ( p O + ~ ) 
Voor '-!='-!o wordt: 

1 r cos (p li - - ) - cos (p (} + -) 
2 2 r 

tgO= - = lg ,· 
" i' 2 

sj u ( p IJ - ~ ) + sin ( p O + 2 ) 

of: O = ~ 

De l.Tachtlijnen snijclen du.'> clen ci?-l;el q = (lo ondm· geliJkc hoel.:en, 
en wel is ele ho ele, dien de kmchtl-ij nen rnet den voe1·stmc~t i?1slu'iten , 
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gclijl.: aa:n de hc<f't -vctn het magneti,;jch .<;tandl$vm·schil de1· sanwnstt.:l­
le-'ndc t>cldcn. 

Om den ziu der krn.chtlijneu te bepalen, merkcn wc op cln.t voor 

hA 'l 
- = - 2 p 11 P(i, si u p O cos -óO 2 

wordt; m .n.w. : BQ is op den cirkel i!= !/o in teekcn tegengcsteld 
aan sin p o. Krn.cbtlijnen, die dezen cirkel snijdeu tusschcn 

7l 
11 = - ~ en O =O zÍJ.ll dus buitenwam·ts, die "·elke den cirkcl 

".!.z> • 

snijden tusschen o= O en (l= 
9

n binnemuaa?·ts gericht. 
""?J 

A= 2 VP(-2 cos} 

Voor dlt grensgeval gaat de vergelijking der krachtliju over in: 

7 . 

/
Q COS 2 ± Slll p () 

i!''= l P · r 
cos (p {) - 9 ) ... 

Zij bestaat clus uit tweo ta.kken, waar van de eerste, overeen­
komende met het + teeken in boveustaande uitdrukking, in het 

ccutrum de lijn O = - "'>.+ i' raakt, en asymptotisch verloopt aan 
-..lJ 

de lijn O = n 9.+ i' , terwijl de tweede tak, overeenkomende met het 
.- p 

- teeken, in het centrum de liJ'n tJ =n" i' raakt, en asymptotiscb 
. :61J 

verloopt aan de lijn e= -n 
2 

:·. Beide takken snijden elkaar in 
1J 

het dnbbelpt~nt der krachtlijn: 

O= O ~ = ~ ,. 

Om aan te toouen da.t dit puut werkelijk eeiJ dnbbelpunt is 
merken we op, da.t voor () = O, q = 1/o de uitdrnkking: 

p (/j> cos (p (j - i ) - Q {! - -J) cos (p () + ~ ) 
tao = ----- -------------

0 l l 
P 11 t• si n ( 1) IJ - ') ) t Q 11 - p si n ( p e + ~ ) 

~ ~ 



o den vorm 0 nanncemt, zoocht we, teller en ttOomor mt;~r (! tlif-

ferentieerende vimlen: 

tge= 

P1/ cos(p o - ~)+ Q~,~-Pcos (p O+~) -t.go{ P~ P sin (JJO-~)- Q!! - JI sin ( ZJ o + ~) ~ 

P!!I' :;: in (JJO -~)- Q~-1'sin (p o+~)+ tgo{ P~ 1' cos(p u-~) + Q'.! - J• cos (p o+~) ~ 

of, na invoering van O = O, Q = !!0 

1 1 e os 2 + tg O si n2 
t!r()= ------
~ 7 . l 

tCY 0 COS - -· Slll -
b 2 2 

Dit geeft ons dus voor de bepaling vau tg O de v ierkn.nts­
vergelijking : 

tg 1 o - 2 tg () tg ~ - l = o 
wuaruit volgt : 

i' l 
tg o = tg 2 ± see 2 

Duiden we de beidc waarden vau O, clus ele hocken, di e beitlo 
takken der krachtJijn met den voerstraal van het duhbelpunt 
insluitcn, uan door o 1 en () 2 , zoo is de hoek, wan.rouder zij elkaar 
snijden, bepaalcl door: 

1 2sec 2 
tg (H1 - O" ) = =er.; 

- y 1 
l + tg 2 - - see 2 -2 2 

De beide takken snijden elkaa1· d us ?'echthoelcig. 

V - r 
A = b > 2 P Q cos 2 

In dit geval levert iedere waarcle van o twee p ositieve waar­
den van Q op. Iedere krachtlijn van deze soort bestaat nit 2 
takken, welke gelegen zijn tusschen de beide takken der krachtlljn 

A = 2 V PQ cos ~, en wel aan ele binnenzijde resp. aan de buitcn­

zijde van hun snijpunt. 
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Nomon we wecr (fig. 11) ::tls in- en uitwendige Legreuzingen 
van het. veld n.a.n de cylinder·oppervlukken : 

:wo Ll ijkt wcer cen gelijksoortige verdeeling te L esLaaH als in 
l1 et geval vn.n gclijkstanclige enkelvoudige componenten. 

Tusschen twee opvolgende kraclltlijnen: 

A = ± 2 v· p Q cos ~ _, 

zij n do krachtlij nen gelegen, welke de bei de begrenzingen v an 

Fig. 11. 
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h et veld met cllmttr verhillclen. Zij vonnc11 ,]e kr~WIJbtroome11, 
overgaande van de eene begrenúng naar de·n.ndere, w.icr \raardc 
bedraagt: 

1-- r N = 4 l l P O e os -· 
() ·<;, 2 

Daarentegen liggcn tusschcn de bcide takkcu oener zelfde 
krach t li j n : 

A - + 'l !Ff'O- cos l:. 
--.;J ' "' • 2 

aan weeTst.ijdcn vau hun snjjpunt de kmchtlijnen, welko ptmlcn 
van eenzelfde begrenúngsv l ak verbinden. 

Omtrent de overeenstommillg dezer krachtstroomen mct het 
restvelcl en de beide lekveldcn eener clcctrischc machino gclclt 
natuurlijk hier eveneens de recds in ltet voorgaande gcmaakte 
opmerking. 
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HOOFDSTUK VI. 

B e pa l in g der c o n s tant e n van e e n s inu s oid a al 
m a g n e t i s e h v e l d. 

WiJ. nomcn n,ls discontinuitei~'·vl,"l~J~ell f'"l1 ec11 "" t l · J w:s .. • • "'" . ... u a co-nxta e 
cylindcr-opporvlakken: 

l! =1·. 

De mag11etische permeabilitoit u zal binnen de riu&vormio-o 
• l :") ~ 

rmmte, bogrensd door twce op,-o]gcnde dis~ontinuitei tsvlakkcn 
constant zijn, docb in 't algemeen ter weerszijdon vnu eeu djs­
continui teitsvlak verschillende waarden beútten. 

In t1e discontinuiteitsvlakken denken '"o ons volgens de bo­
selu ij vemle lijuen de opperv laksstroomeD : 

C = G0 cos p ( o + v• ) 
en wel ncmcn we aun dnt yoor de verschillende stroomvlakken 
7? overal dczelfdo wnarde hoeft., dat ochler 00 en 1/' verschillcnde 
waan1en bezitten. 

Dinnon iecler der ringvormige zoncn zal het maguetisch veld 
bepanJd zijn door ccn fnuctie A van den vorm: 

A = P !! 1' cos p ( tJ + " ) + Q l! - JJ cos p ( o + {: ) 
waari n de constan te n P, Q, a en {J b i nnen do verscbillende 
zone11 in 't algemcen andere waarden zulleu bc7.itten. 

De bopaling Yan het magnetisch veld, ontstaande oncler den 
invlood tler gegcvcn opporvl u.kss~roomingen , komt dus neer op 
<.lo bcpnling rler constunteu J>, Q, n en :1 voor ele Yersch illenclc 
zoncn. 

Zij aan de bim1em:ijde vau een discontinuiteitsvl:1k: 

~ = ?" 

de magnctischc pormenhi liteit. ,11 , ann de buítenzijr1e tt', zoo he­
s tnan tusschen <le g rootheden A en A' tcr weNs:t. ijdcn vnn 
<li L vla.k: 

; t = p 1.! Jl cos p ( n + n ) + Q 1.! 1' cos Jl ( o + {J ) 

A)= P' !t,. cos p ( 1/ + ,.') + (}' 1.! l ' C'OS J> ( t} +P') 
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de betrekkingen : 
A=A' 

en 

l ,yA l ,T A' , 
- - - 1 - = 4 n C0 COS p ( r) t 1/' ) 
i' ú 1.! ~·· ,y f} 

Voeren we in deze betrekkingcn hovcnstn.n.mlc nilclrnkkingc n 
voor A en A' in, benovens ele nitdrukking voor de mngncto­
motoriscllc krn.cht per pool : 

JliJ = 8 >t 00 1· 

JJ 

en stellen we t er bckorting: 

M_,= 1Jifsinz) !f' PJ' = P sin 7)" 

lYfy = JYI cos p ap P = P cos p " 

Q.r = Q sin 1J {l 
Q!/ = Q cos p ;1 

zoo verkr~jgen we de volgende 4 vergclijkingen, wan.l'in de 2 x 1 
constn.nten vn.n het veld voor de zonen tor wecrsz\jclcn vn.n het 
uisconlinuiteitsvln.k n.ls o n bekenden optreden : 

p 1. 1' t Q 1• - 11 = P' 1• ,, t Q' 1• - J• 
.J: .e .r J; 

!_ (P.,. ?''' - QJ. ?' - ]1) = 2_ (P.:.?' '' - Q:,. ?' - p , t M ... 
,u /'' :L 

p Y r '' + Q'l 1' - J• = P.ft ?' i' + Q ;, ?' _ ,, 

Nemen we in n.n.nmerking, dn.t voor ele binnens te zo11c <le 
constn.nte Q, voor de buitenste ;r,one ele constn.nte P = o is, zoo 
blijkt dat we i n het geval vn.n n discontinuiteitsv1n.kken 4 n 
constn.nten te bepalen bebbcn. Dnar iedor discontinuiteitsvln.k 
4 vergel\jkingen oplevert, komt het vrao.gstuk neer op de oplos­
si n g v an e<.: n systeem van 4 n lineaire vergelijkingell mct 4 n 

onbek:enden . 
Nog op te merken valt, clat het systeem zich onmiddollijk 

splitst in een systeem vn.n 2 n vcrgelij kingen, wan.rin slecllt:> <.le 
o n bekeuden P,r en Q.. , en een tweedc systeem v an 2 n verge­
Jjjkillgen, "·an.rin slcchts do onhckemlcn P ?; en Q!f optre<l en. 
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Ncmen wij hierbij nog in aanmerking, clat blíj k baar p .r en 
O.r ~p ~lezo1fde w~jze afbungen van J.ll.r als P!, en Q11 van i1fv, 
zoo 1s lnermce het naagstuk teruggebracht tot de oplossin g van 
oon systcem van 2 n Jineaire vergclijkingen met 2 n onbekenden. 

Wij zullen thans voorecrst de verkregen uitkomsten toepassen 
op een bepanld geval, dn.t b~j benadering overeenkom t met dat 
va n een mecrphas igen iuductiemotor. 

\V e denken ous s tator 0 11 rotor in- en uitwcndig begrensd door 
cylindcr-oppervlakken, waarvan de vergclijkingen zjjn: 

voor de buitenbegrenz ing van den stn.tor Q =r 1 

, ., binnen begrenziJ1g , , ~· = ?' 1 

, , bui te n begren z i n g , ., ro to r (l = ?' 1 

, ., binnenbegrenziug , " l!= r~ 
\ V o ncmen n.n.n, da t de mn.g uetisch e permeahiliteit heclrnagt: 

an.n de bnilenzijdc va n don sL-.tor !' 0
1 

binnen den stator .u 1 

in het en trefor ,u 0 

binnen deu rotor .112 

aan de binnenzijde van den rotor *) ,u 0 ' 

. In de binnenbegrenziug van don sto.tor denke.11 we ons eene 
2z>-polige sinusoidale electrische strooming, waarvoor do compo­
nentcn dct· mag uetomotorische krncht JJI 1.r en 1ll 1tt bedragon; in de 
buitenbegrenzing va11 den rotor eene 2p-poligeelect.rischestrooming 
m et de componenten dor mn.guetomotorische kmcht llf 1r en Jll2!'· 

Dniden we thans de te bopn.len constanten voor de verschil-
lcnclc zonen nls volgt aan: . 

aan de buitenzijde van don stator Q,,.r O u!t 

binnen don slator P ,J. Ot.r P ,.'! (), ,, 
in h et. entrefer P.r O.r p!/ a!; 
binnen d en rotor p u au p 2?/ Q2y 

a au de binnenzijdo van don ro to r P o.r P tt.'t 

zoo vorkrijgen w e voor de vorschillendc grensY la k k en de volgende 
vergelijkingen ter bcpali11g van de groothcdcn P.r en Q.n.terwijl, 
nadn.t d eze bepanld zijn, éle vemmlering van J1f,. in Jlf!, ons on­
middelijk rle uitdrn kkingen voor de o v e reen komst.ige grootheden 

Py en Q_,, oplevert. 
*) J>c onoll'r:<l:hr i tlin~ tlcr· pcrmrnhilif<'ilcn l'u 1'11 ,,,;, \ro•lkc intl••nlanu a.'ln •'ll::~nr 

gt• l!jk x!jo, :1.11 ! vn n:r.od f vorldnn.rd w<mlrm in 1!Pn lO•ljl tlo•r hr.rl'l;l'n ing. 



Buiten­
begreiHing 

stator 

B e g r enzing 
s ta to r­

entTefer 
'.!=?'t. 

Begrenzing 
r o to r­

entrefer 
l!= ?' z 

Binnen­
begrenzing 

r otor 
,,=r .• 
> -

so 

P ~ J· 1·,y + Q~ ... ?') -~· = P., 1·~1' t QJ. r~- 1• 

2_(P.!.I; ? · 2. 1' -Q~., ?·.~ -}1)=.2_ ( P.r ?'~''-(/,. ?· ~ .'' )t ilf2;!,· 
~u . .! ;uo . 

l . l 
- ( P'!x r '}.J)- O~~· r:! ~~,)= ,- Pu.r r}' 
l' '! ~'o -

De oplossing van bovenstnancl systeem vergelijJ.;ingcn zal ons 
steeds voor P,,_,. en () 0 .< waarclen oplevcren, welke v n. n O YOr­
schillen, tenídj (le bei de magnetomoto riscltc krach l en Jll t J' en 
1Vi2 .c zelf = O zij n, in wc1k gcval ctlle groothcclcn P en (l vcr­
dw~joeJJ . Met andere woorden, het nw.gnetisch velcl eener clcc­
trische mach.ine strekt zich uit van af het centrum tot in het 
oneindíge. 

Blijkbaar nn is dit resultaat iu strijd met de aanname, wnar­
van in de theorie der electrische machines steecls worclt nit­
gegaan : dat het rnagnetisch velcl .<;eheel bepedct blijjt tnssclwn de 
buitefl,be_cf?·enzing van den .c;tato?· en. de binnenbegrenzing van den ?'OtO?' . 

Slccht.s door ,u'
0 

= O uan te nemen, is hetmogel'i:fk de oplossing 
der vergelijl{iugen in dit opzicht in overeenstemroiug te hrengen 
met. de gangbare theorie, en cleze theorie berust dus blijkbnar 
op de aanname, dat b~j de bepaling van het. ma.gnetisch veld 
eener electrische macl1ine de omgeving der machine ma.g be­
schouwcl worden als magnetisch impermen.bcl, althn.ns uat. de 
invoering de7-er hesehou wing leidt to t een resnltnat., dat mct een 

l 



81 

voor de pructijk voldoende mate van nauwkourigheid het \'Verkelijk 
optredcnde vcld beschrijft. *) 

Door de invoering van ~,'0 =O wordt het systeem vergelijkingen 
als volgt vereenvoudigd. 

De beide eerste vergelijkingen gaau over in : 

Phr 1P + Q1.r r 1-1> = O 

de beido laatste m : 

P 1• p + Q 1' -p _-J'\ ~.r 2 2.& 2 - v 

Uit de vergel~i kingen voor het grensvlak l! = ?' 1 volgt: 

p . = !' l t l' O p _ .'·' 1 - .Uo Q 1• -'Jp _ t:.!_ ·J.lf ?' -p 
l J 2 U .c ') .t t 4 t.c 1 

• o ..;J ,«o 
en 

Q = _f' 1 - f' o p 1• 'l1, + ,u ' + P o Q + ~ Jllf 1• p 
J.r 2 .r 1 2 .e 4 ~ l.e l 

,u o f' o 

Substitueert men de;,e uitdrnkkingen voor P '"' en Q1x in de 
vergelijking voor het greusvlak !J= r 1 zoo verkrijgt men de 
volgencle vergelijking tusscheu P .e en Q.c : 

t1 -u ) , J rO l' l p ?' -2}> Q = 
2 l J .e 

flo 

f~' JJI,., (r 1 :~p 1.1- 1> - 1•1v) 

Op dezelfde wijze leiden we uit de vergelijkingen voor de 
grensv lakken 11 = ?' 2 en q = r~ e en tweede vergelijking af tusschen 
P .e en O.r : 

, 2 r O l' 2p •• -2p (t _ ,, ) 

2 .Uo 2 , 2 
Qx= 

~ ~,,. (?' 1> - l' 2p ?' -1>) 4 JIJ. 'l.C 2 2 2 

·~) De bonutwoonling dcr nnng o f de invocring vnn l' ri =o prttclisch gc_oorloofd is 
hnngt uict uitslniteud af vnn de, inderdaatl :éér klt~i11e1 wnnrde dcr verhomhug vou de 
pcrlllenbilitciteu vnu lucht e u vnu ij?.e1·. Zij hnugt bovcn~icn ~am?n met de nnag o f '~e 
~e docn hcbbcu lllCt ccnc gocd gcclimeusiouneerde maclunc; JS di t ul. het ge~•al, z~o .'s 
llldcrd:õntl de wanrdc: van het ''cltl buitcn de mnchinc vcnmnrloo~bnar klctn (7.1C 111 

vcl'lmncl hi~rmedc de noot op png. 98). Een vcrkleiuing dcr pcrmeabilitcit in de 
Olllgeving dcr mnchiuc kan bijge,·ofg geeu mcrkbarcu invlocd hebbeu op het binncu de 
m~chine zcl f optt·edcmlc vcld. Di t vcld zou clus c,·cneeu~ uict gewijzigd wonlen inllicu 
mcu, gestcltl da t uit mogelük wns, de mncbiue opstcldc in ccne impermeabole omgcvi u g . 

6 
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Na invoering der constanten: 

" r 2P + 1' 21' J = ~ l l en 
l f~' r 12p -?'l 2p 

kunnen de beiçle vergelij kingen n. l s volgt geschreven \\'Orden : 

en 

-1'2 11 ( 1 - Õ2 ) P"'+ ?'.1- p ( 1 + t~ 2 ) (L.v = ,l~' j}[~ c 

waaruit volgt : 

P=!Jo . M, "' ?·~ 7' (l+u.~)+il1t.r. ?'.}'(l-JI) --
"' 2 ?'l ~j) ( l + ,J l ) ( l + o~ ) - ?'1 Zp ( ] - (~ l ) ( l - ú ~ ) 

Q _ f ' o NI 1., ?' 1 P ?' / 1' ( l - ú ~ ) + M"'' ?' 1 
2

)J 1· 'i 7' ( 1 + ó 1 ) 

x- 2 ?' l 2J> ( l + o l ) ( l + ó 2 ) - ?' ,_ 21' ( l - o l ) ( l - o 2 ) 

De uitdruk.kingen voor P?1 en Qy vinden w e do o r in bo venstaa11de 
uitdrukkingen M fx door M f!/ en M 2 .c door M 271 te vervaugen. 

Voor de componente N.c vau cleu krachtslroom per pool door 
een willekeurig cylinder-opperv l ak binnen het entrefer: 

e= constant 

ontstaande onder den invloecl van de componente iJtf"' der mag­
netomotorische kracht: 

N,. = 2 l ( fc Q 11 + Q:c Q --11 
) 

vinden we na eenige herleiding: 

2 ~o ?' , 1' ?' 2 P l 
N :e = 1· 

1 
2P ( 1 + u 

1 
) ( l + ô l ) - 1· ~ 2P ( l - o 

1 
) ( 1 - o 

1 
) ( M f "' + ll1 2 

'" ) 

?'l p .uo )( q P - 1·21') ~ + 02 (1.!2]1 _1 .. L2P ) ( l 

+ --;;> 1· 1 21' l l + ô 1 ) ( l + õ 1 ) - 1· .2 
211 ( 1 - o 1 ) ( l - õ 1 ) M f J. 

?'lp !'o; (?·,P-1.!1') 2 + Ôl (?'12p _ q:lP)(l 
+- 2 (l l 2 l l ) M.l .c q p ?'l :p + ô l ) ( + u 2 ) - 1' l )J ( - J l ) ( - J 2 

terwijl wij de uitdrukking voor de componente N11 verkr\jgen 
door in bovenstaande uitclrukking 111 1x door M ~,1 en M 2 x door M 2.'1 

te vervangen. 
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Ten n.n.nzien vn.n de samenstelling vnn N.c en 1V!I moeten we 
th,ms het volgeucle opmerken. 

In hoofdstuk III hebben "·e aangetooud, dat de beide vectoreo. 
welke twee ongelij ksoortige enkel vondige velden voorstelleu, niet 
voo1· vcctorale sa.menstelling vntbaar zijn, en dat het dus niet 
mog~lijk is eeu saamgesteld veld door één enkelen vector voor 
te stellen. 

Dc~e onsamenstclbn.arheid wns 1t?:tsbtitend het gevolg vau het 
verschil in vorru der ongelijksoortige velclen, veroorzaakt cloor 
de verschillontle w~j.,e wan.rop de functies A, welke deze velclen 
beschrijven, nfhankelijk újn van l!· 

IIieruit volgt ecbter onmiddellijk, dat de samenstelling der 
vectoren volkomen geoorloofd wordt, %OOdra wij de door deze 
vcctoreu voorgestelde grootheden beschou wen vom· cene bepaalde 
waa1·de van f!; m. o. w. : indien we de vectoreu N 1 en N 2 niet 
meer beschou w en n.ls de voorstelling van 2 enkelvondige veldcn, 
doch slechts nls die va.n do beide in deze velden optredende 
kraclttst?·oomen per pool, guande door een bepnald cylinder-opper­
vlnk, zoo levert ons de resultante N de(:er vectoren de voor· 
stelling van den resulteerenden krachtstroom door ditzelfde 
cy lincler-oppervlak. W e zullen dus ook in een saamgesteld sinu­
soicln.al veld den krachtstroom door een bepaald cylinder-opper­
v lnk mogen voorstellen door een vector, welke met au dere 
vectoren van dezelfde soort snmenstelbaar is, en die ook omge­
keerd bij o n tbinding naar bepaalcle richtingen de met di e 
richtingen overeenkomende componenteu van den kracbtstroom 
oplevert. 

De boven bepan.lde componenten N.c en Ny kunnen we bij­
gevolg beschouwen als de ontbondenen naar twee richtingen, 
O X en O Y, van ecu vector, voorstellende clen tota.len kracht­
s t1·oom, waarbij het magnetisch standsverschil van den krncht­
stroom met zijue beide componenten gelijk is aan het ricbtings­
verschil van den vector met de richtingen O X en O Y. 

Uit den vorm der boven gevonden betrekkingen voor N .e en 
N11 blijkt da.n evenwel, da.t we in deze opvatting de grootheden 
Jlll.r. en Jl1,11 eenerzijds, Jllv , eu 1lf211 anderzijds moeten beschouwen 
als de ontbondenen nn.ar O X en O Y van 2 vectoren, voorstel­
lende de beide magnetoruotorische krnchten llf1 en l111 , waarbij 
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we dus aan ieder dezer magnetomotoTische krac11ten een r1chtíng 
toekennen, overeenkomende met die vn.n don overeenkom.stígcn 
kracbtstroom. 

Stellen we thans de magnetoruotorische h acbtcn voo1· door 
de vectoren M, en M

2
, den kntehtstroom per pool, gafLnde door 

het cylincler-oppervlak. !/ = con.stant, door clen vector Nf! . 7.00 

volgt b~j in voeriug de r resul teerende magnetomotorische kra eh t : 

M = M 1 t M 2 

uit de boven afgeleíde uitdrukking Yoor N.,r; onruiddellijk: 

2 fto ?· 11l ?' ,/1 l 
N- M 

!! - 1' 1 'J p { l + ú l ) ( 1 + ,y '! ) - 1' 'l 
21' ( l - o; ) ( l - J'! ) 

?' lp !' O~ ( !! p - ?'./') 2 + Ú~ (t! 2p - 1·./-P ) : l 
t l! P 1· , 2P ( l t ú 1 ) ( l t cY ~ ) - ?' ./P ( l - ó 1 ) ( 1 - ú ·t ) M ' 

1·22' Po)( 1·
1
P_I! P ) ~ + .y 1 ( 1. 12p _ f!2P)(l 

t QP 1· J 2Jl ( l + u 1 ) ( l t u?. ) - ?' '! 2P ( l - u 1 l \ l - u ·t ) M '! 

Bij invoering der grootheden : 

R _ 1· 1 
2P ( l + ,y, ) ( l t õ '). ) - 1· ~ 2P ( 1 - u 1 ) ( 1 - <J'! ) 

- 2 ,uo ?·, 11 ?'/'l 

R _ ?' 1
2P ( l + ú J ) ( l + ô.z ) - ?' 2 

2P ( l - ô 1 ) ( l - ~?. ) 

' - f' o ~ e 1' 'p - 1' ~ 1' ) ~ + Q 2 < ?' ?' - ? ' 'l 2p ) \ z 
?'t '2p ( 1 + ô l ) ( l + ô 2 ) - ? ' 'l '2]> ( l - ú 1 ) ( l - J 2 ) 

R.=------------------------------------
' ~~o ) ( ?? - ?' 1 P )"! + ú J ( ?' l 21> - ?' ./11 ) ~ l 

gaat de uitdruk:king voor den krachtstroom per pool over 111 : 

N = M · ?'tP (qP -?'/l:t tõ2 (Q21J - ?. t2p) M , 
!! R + 1!1) ( ?' , 1> - ?'·l ) 1 + e)" 2. ( ?' l :lJl - ?' /P ) R l 

?' p ( ?' p - ,.,J ) ~ + J ( ?' 2JI - f) 2p) M +-l- l ' l l ~ _ 2 
t/ ( ??) -1·2.1> )2 t rJ , ( 1't~P - 1·1·~p ) R'l 

Hiermede is de gebruikel~jke splitsing van den krn.chtstroom 
uitgevoerd in een ?'estlc?'achtstroorn: 

en twee lelck?·achtst?·oornen : 

M 
N = R 
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N _ M 1 N _ M~ 
t . - J:> en 12 - R 

L 1 ' ',l 

BiJ' "'~'D!rl'081·1·11g """" ~ van !/ van 1·~ tot ?' 1 verandert n l. in boven-

staancle uitdrukking voor N (, de coefficient van ~ 1 van O tot 1, 

d
. M . . 
1e van R

2

- van l tot O. 
1 

\V e vinde11 bijgevolg voor den statorkrachtstroom : 

N s= M + Mt 
R R 1 

voor den rotorkrachtstroom: 

N r = M t M~ 
R B~ 

zoodat inderclaad N den restkrachtstroom, N 11 en Nt~ de beide 
leklnachtstroomen voorstellen. 

De bove11 ingevoercle groot.heclen R, R, en R 2 ziju blijkbaar 
de reluctanties der drie velden, waarin men zich in boven­
bedoelde voorstellingswijze het werkelijke veld gesplitst denkt. 

Beschouwen we in de eerste plaats de reluctantie van het 
restveld: 

R=?' 1 
2P ( l +o 1 ) (l + v1 ) - 1·/P (l- cl' 1 ) ( 1- ó2 ) 

2 ,vo q•l1J ?'/} l 

?' 2p - ?' ?p ?' 2p + ?' '2p ?' 71) + ?' 2/J ?' 21> - ?' 2J) 
l '! + l '2 ó + 1 2 ó + l 2 óó 

2 ,u.
1
) ?' 

1
1' ?',

2
P l 9 1 • · 1> ?' J! l 1 ') 11 ?' 1' ?' 11 l ~ 9 ?' P 1· P l 1 2 

"-' ·' o l 1 2 "-' r o l :! "-' f' o 1 2 

N u is in de gangbare opvatting d er relnctantie van een 
magnetisch circui t de totale reluctan tie gelijk aan de sorn der 
reluctanties van de deelen, waaruit het circuit is saamgesteld. 

Nemen we in aanmerking dat de grootheden : 

1-1- r 'lp + ?' ?p _._ - P. o ?' 2 2p + r 2 2p o = ~ 1 1 en v ' ,u • r / P - ?' l IJ> 2 - /.L 2 ?' 2 2p - r z 2p 

bepaald zijn dool· de permeabiliteit. en de afmetingen van de 
samenstelleude deelen der ruachine, zoo volgt hiernit dat boven­
staaude opvatting met het optreden van een term met b.et 
product ó 

1 
ó 

2 
in de uitclrukking voor R in tegenspraak. is. 
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"o flo Slechts door d e opmerking te maken d<\t p ractisch '- en -
!' 1 ,u 2 

en bijgevolg ô, en o2 zéér kleine waarden hezitten, ~oodat het 
product r11 o2 ten opzichte van de eenheid, en d us ook d e vierd e 
term in bovenstaande uitdrukking voor R ten opzichte van 
den eersten term verwaarloosd worden kan, wordt a lthans in 
dit opzicht overeenstemming met de gangbare theorie v an het 
magnetisch circuit verkregen, en gaat bij invoering vau: 

1' 2}1 _ ?' 2JI R_ 1 2 
e - 2 f L 1' l' 1' P l o 1 2 

(·r/1' + 1',/P) (r l 2" + '1'12!• l 

2 -''1 r·l' r./' ( r12p - 1'12'') 1 

1'121, + 1'2 2p ( 1'1 2p + ?'2 27•) (?·/·7' + r 2 2'') R,. = -=--=------=----=- ,y2 = --='--'---.::.._,:-.:.=-=--__,:;.--,....:..,-
2 ,«o T/> ?'l L 2 ' '2 1·1P ?'2') (?·2 2p - r221•) l 

de uitdrukking voor R over in : 

R = Re t R s t R ,. 

waarin de termen R (' 1 R 8 en R ,. het aandeel voorstellen v an 
het entrefer, den stator en den rotor in de reluctantie van het 
circuit. 

W e kunnen thans nog de uitd rukkingen voor deze groot­
beden vereenvoudigen door de overweging, clat practisch de breedte 
van het entrefer: 

::; =r·, - ?'2 

steeds klein is ten opzichte van den gemiddelden straal : 

1' +·r 
'J' - l 2 
o- 2 

Verwaarloozen we de tweede en hoogere machten der ver-

houding 8 ten opzichte van de eenheid, zoo is b~i benadering: 
ro 

1'12]1 - 1''1.. 2p = p s '}'127! + ?·,}!l 
en = l. 

2 ?'/' 1·211 r·0 2 '1'/ 1·21
1 

Bti invoering der gemiddelde doorsnede van den krach tstroom 
binnen het entrefer: 

D= 7T '~·J.. 
p 

\ 
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verkrijgen we als benadercle waarden van de samenstellende 
deelen d er reluctantie: 

Alleen de eerste dezer dri e uitdrukkingen, betrekking hebbende 
op het entrefer, stemt ·in vorm overeen met de formule ter 
bepaling van den weerstand van eeo electrischen stroomgeleider, 
en sluit zich dus in zooverre aan bij ele gebruikelijke opvatting 
van het mngnetisch circuit. Deze overeenstemming ontbreekt 
echter geheel btj de beide laatste uitdrukkingen, welke het 
aandeel van stator en rotor in de reluctantie bepalen. 

De gevolgtrekking, waartoe wij komen, is dus deze: 
de theorie van het magnetisch circuit, welke strikt genomen 

slechts juist is voor (h·aadvormige magneten, is zelfs uiet met 
!JI'ONJ úeuudering toepasselijk op het magnetisclt veld eeuer 
eleclrische machine. 

Nog valt op te merken, dat van de drie termen, \Vaaruit de 
J·eluctantie R is saamgesteld, de eerste, N., , evenredig is met p, 
torwij l de bei de an dere termen, hoewel 'lliet evenredig met p, 
toch tegelijk met p aangroeien. Nemen we nu in aanmerking 
dat practisch Bo overwegend groot is in vergelijking met Rs en 
R,., zoo volgt hiernit, d at we voor eene globale vergelijking der 
reluctauties eener zelfde machine ten an.nzien van magnetische 
velden met een verschillend aantal polen mogen aannemen, dat 
Ll ten nuastenbij evenredig met p is. 

We gaan thans over tot eene nadere beschouwing van de 
reluctanties der lekvelden. 

Schrij v en w e de bo v en afgeleide uitclrukkiog voor R 1 als 
volgt: 

R 
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en voeren we de grootheden s en 1·0 in , zoo vinclen w~ b~j ver· 
s waarloozing der tweede en hoo,g:ere roachten van _:____ ten or)zichte 

~ ·ro 
van de eenheid de benaderde waarde: 

en evenzoo: 

2 ?·o2 R 
}{1 = - 2 •l }1, 

p S" l+ 2 .-2:, 
R(' 

') 'J Jt 
R = ~ re,- - ---:-:-

2 p 'l ::;2 1 + 2 H s 

]li! 

of, in aanmerking nemende dat b~j een goed geclimensionneerde 
roachine het aandeel van stator en rotor in de totale reluctantie 
slechts gering is, zoodat we H.,.2, Rs B,. en Rs2 tegenover Ile2 

kunnen verwaarloozen : 

2?·o2 . 
R , = """"22 (ll - 2 R,.) 

p s 

li2 = 
2 

:·0
2

2 

(R- 2 Rs). p- s 

Voor zoover we slechts rekening te houden hebben met zoo­
danjge waarden van het aantal polen, waarbij p s klein blijft 
ten opzichte van T 0 , volgt uit bovenstaande uitdrukkingen, dat 
de reluctanties der lekvelden zéér groot z~jn ten opzicbte der 
reluctan tie van het restveld . 

Ten aanzien van velden met verschillencl aantal polen, op­
tredende bij eenzelfde machine, bJijkt dat we bij benadering de 
reluctanties der lekvelden knnnen beschouwen als orogekeerd 
evenredig met p. 
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HOOFDSTUK Vli. 

Eenige gevolgtrekkingen uit de voor een oylindrisch discontinui­
teitsvlak geldende overgangscondities. 

I n de eerste plaats zullen we het verschil bepaleu d er deter-
miuanten: 

P.1. r ll + Q.-v ,.- JI p ~ · 1~- Q ,.-p CJ.-r: P x 
l 

x :t' 2 
= 

{h P y 'l· /) + Qy 1' -1' P y ?· l' - Qu ,.-]l f/. Qy P y 

en 

J:>'.v r''+ Q'x 1'-1' P'..c ?·1'- Q ' .'1: r -J) 
2 

Q'..c P 'x 

p.,' 
= --; 

p , 1' P + Q ' r - J• P 'u 7·1'-Q ' y r - tl 
f/- Q'r, P 'u 

!l !l 

w aar in de groothBden p.,
1 

P en Q eenerzijds, p.,' , P' en Q' ander­
zijds, betrekkiug hebbeu op de beicle zouen, welke in- en uit­
wendig gelegen z~in van het discontinuitoitsvlak Q = ?'. 

Uit d e op bladz. 78 opgestelde overgangscoodities blijkt 
oumiddellijk, dat dit verschil gel~ik is aan : 

l 

Wij viuden dus de betrekl,ing: 

Q 'x P ' . .: 
8 l = 
f/-

we1ke we ook bij invoering der krachtstroomeu, overeenkomeude 
met d e enkelvoudige componenteo v ao het veld , a ls volgt 

schrijven kunueu: 

JV2 x N • x N' 2x iV' 1x N.-..: 1l1x 
2 2 

f/, l - (/-'l = 
JV2 y J..T1Y 1\l ' 2 Y j\ i '1 Y Ny ~l y 



90 

Na vermenigvuldigiog van bPicle leclen met cl en cenheids­
vector k gaat bovenstaande betrekking over in : 

l) 

In de tweed e plaats bepalen we het verscbil der deterroi­
nanten: 

PxT 11 + Qx 1.-p -P?/ 1·1' + Q 1·-}1 

l 
!/ 1 

(.!. 

= _ (P2 1.21• _ Q2 .,.- 2JJ) 

p 1·11 + Q 1·- 1' p ?·l'- Q 1·- J' 
(/-

11 y :;; x 

en 

l 
P'x1·JJ+Q ' :c 1·- J' - P'IJ ,.,,+ Q '

1
, ? __ ,, 

- , = J__ (P '2 .,-21•- (J '2 r - 21, ) 

(/- (/-' 

P' v r-l'+Q 'u 1·- 1' P'3;1·1'-Q'x 1·-JJ 

waarvoor we vinden: 

l 
p ?· 11 + Q. 1.-JJ x x -111y 

l 
N :J: -J1[ y 

2 
Pv ".') + Q11 1·- 1' 11fa; 

= 4l 
J.Vu M.?: 

W e verkr~igen dt1S de betrekking: 

we]ke b~j invoering van de vectoren N en M overgaat in : 

2) _l (N2 - N 2) l N' 2 N'2) - NM· 
l 

1 '> - -,l( l - '> -
(/., - (1- ' -

Uit de betrekking 1) volgt voorecrst, dat de waard e van: 

l 
- [N 2 N1] 
(/., 

slechts eene verandering onclergaan kan bij het passeeren van 
een stroomvlak. Aangezien nu voor de buitenste zone N 1 =O 
en voor de binnenste zone N 2 =O is, volgt hieruit dat de 
waarde van hun vectorproduct zoowel aan de buitenzijde van 
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het buitenste stroomvlak als aan ele binnenzijde van. het bionenste 
stroom v }a k overal = O i s. 

Voor de gezamentlijke stroomvlakken is bijgevolg: 

L[NM.]=O . 

Duiden we de sommatie voor alle st.roomvlakken, gelegen aan 
de buitenzijde van een bepaald cylinder-oppervlak aan door ~u, 
voor alle stroomvlakken aan de bionenzijele van dit cylinder­
oppervlak door ~~, zoo geldt voor dit cylinder-oppervlak : 

2 
p., l [ N 2 N t] =L,, r N M]=~~ [M N ]. 

Voor de waarde van het koppel, door de buitenste stroom­
vlakken op de binnenste stroomvlakken uitgeoefend: 

vinden we bijgevolg : 

p2 
K = 8- ll N 2N 1J p., . 

p2 
K = lo ~~~ [ N M ] 

=p
2

~~[MN]· 
16 

Hiermeéle is de uitdrukking voor het koppel tot de in de 
theorie eler electrische machiues gebruikelijke vormen terug­
gebracht. 

Denken we ons nl. de stroomverdeelingen in stator en rotor 
in stroomvlakken geconcentreerd, zoo gaat bovenstaande uit­
drukking voor een cylinder-oppervlak binnen het entrefer over in : 

p2 
K = 16 [N s M,] 

p2 
= 

16 
[M 2 N ,.]. 

W e moeten thans ele opmerking maken, dat de herleiding van 
de aLyemeen .qeülende uitdrukkiug voor het koppel: 

p2 
K =Sp.,l[ N 2 N,J 
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tot eene uitdruklông van den vorm : 

K =p
2
lM N j 

16 
berust ·op de aanname van cylincb·ische cliscoHtinuitcitsvlakken . 

Zoodra we va.n deze aanname afzien is het in het algemeell 
niet meer mogelijk het koppel uit te drukken als vectorprocluct 
van eene magnetomotorische kracht en een krachtstroom. 

Deze opmerking geeft ons aanleiding voor een oogenblik het 
gebied der zuivere veld -theorie te verlaten, ten einde eenige 
opmerkingen te maken met betrekking tot de toepassing dflzer 
theorie op electrische machines. 

In het algemeen zal het koppel eener electrische machine worden 
opgeleverd : 

l 0 door de kracbten, welke het magnetiscb veld uitoefent 
op de stroomgeleiders, en 

2° door de k racbten, door het roagnetisch velcl uítgeoefencl 
op het vrije magnetisme der grensvlakken tusschen 
de zonen van verschillende permeabiliteit. 

Uit het feit dat bij den in het voorgaam.de onderstelcleu 
cylind'J·ischen vm·m der g1·ensvlalcken de waarde van: 

1 
(; r N 2 N 1] 

onveranderd blijft b~j het passeeren van een dergenjk grensvhtk, 
dat n·iet tevens st1·oomvlak is, volgt dat in dit geval het boven­
bedoelde tweede gedeelte van het koppel = O is. 

Dat dit echter in het algemeen n-iei zoo is, en dat zelfs het 
tweede deel van het koppel overwegend groot kfl.n worclen in 
vergelijking met het eerste gedeelte, blijkt cluidelijk indien we 
het geval beschouwen eener electrische macbine, waarb~i ele 
stroomgeleiders ztjo aangebracht in [!?·oeven van het stator- en 
rotor~jzer. 

Voor het eigenl~jke entrefer eener dergel~ike machine, d. w. z. 
voor de ringvormige l uchtruimte tusschen de cylindrische binnen­
begrenzing van den stator en de cylindrischo buitenbegrenzing 
van den rotor, blijven al onze beschonwingen ove1· den vorm 
van het magnetisch veld onveranderd gelden : we zullen dus 
dit veld kunnen opvatten als de superpositie van een aantal 

l 
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roteercnde ~inusoidale volden, waarvan de vorm, en het aandeel 
in do enorgiest rooming eu het koppel door de in de voriae 
hoofdstukken gevonden betrekk i ngen bepaald zijn. o 

Voor de ringvormige wikkelingsruimten gelden onze bescltou­
u:in.r;en omtrenf den vorm van het ·veld edtte·r niet meer 
Aangozien ni. deze ruim t(;'u door mdiale vlakken venleeld wor­
den in afdeelingen van verschillende permea.biliteit, is de in 
hoofdstnk I besproken functie: 

A+iV=f(x+iy) 

zoowel als hare afgcleide f' (x+ ·iy) in deze vlakken discont·inu, 
en verliest dns de reeks vau Lauren t, met behulp waarvan 
we de mogelijkheid der ontbinding in sinusoidale velden aan­
toonden, bare geldigheid. 

We hebben bierdoor te doen met een geval, voor welks 
streng mathematiscbe behandeling de beschikbare hulpmiddelen 
te kort schieten. 

Toch kunnen we met behulp van globale beschouwingen wel 
een en ander omtrent den vorm vau het veld binnen deze 
wíkkelingsruimten vaststellen. 

In de eerste plnats weten we, dat ieder der krachtlijnen 
binnen het entrefer zal moeten worden voortgezet bínnen de 
wikkelingsruimte, waarvan z\j de begrenzing overschrijdt; hierbij 
zal echter het overgroote deel der kracbtlijnen hun weg nemen 
door de tauden, en slechts een z<::er gering deel door de groeven, 
waarbinnen de geleiders zíjn aangebracht. 

Stellon we ons voor, dat van eene machine der hier be­
scbouw·de soort stator en rotor vervaardigd waren van een 
materiaal, waarvan de permeabiliteit gelijk is an.n die der lucbt. 

De stroomverdeeliogen in stator en rotor eener dergelijke 
machine zouden dan binnen het entrefer slechts een relatief 
zwak veld kunnen veroorzaken, eu bijgevolg zou slechts een 
zwak koppel kunnen optreden. 

Indien we nu de permeabil iteit van stator en rotor zouden 
vergrooten, terwij l overigeos alles onveranderd blijft, zoo zou 
de dichtheicl der maguetische krach tlij nen verg1·oot worden 
binnen de tanden, vedcleincl Linnen de g roeven, en wel bcide 
in zoodanige mate, dat de totale krachtstroom in het entrefer 
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vel·.rp·oot wordt; het gevolg hiervan zou zijn cla.t, tencijl de op 
ele stroornr;eleide1·s werke'ltde k1·achten wm·den rerklt· i11d,. toch 
een ve1·_q1·ooting van het totale lcoppel verkrerJeil II'Orrll. 

Dit nu laat zich slechts op één wijze verklarnn, ni. door aan 
te nemen, dat het koppel eenm· machiue mei .r;roej'11•ikkt•linyen 
iJn hoofdzc~;a}c w01·dt opgeleverd doo1· ele b·acltl e11 1 u·e/ ke !tet 
magneti.sch veid 1.titoefent op het m ·ije 1nagnetism e rlcr .r;rens­
·ulakken, terwijl het koppel der krachten, uitgeoefend op de 
stroomgeleiders, slechts uiterst onbeduidend is. 

Zelfs indien w e er in slagen zouden de n werkel ~j lwn vorm 
van het magnetisch veld binnen de wikkelingsruimten vast te 
stellen, zoo zouden we toch niet het koppel kunnen bepalen 
als de resultante der krachten, cloor d-it veld OlJ een der beide 
stroom verdeelingen uitgeoefend. 

Wil1en we de noodzakelijkheid vermijden om in ele theorie 
der electrische machines de verdeelingen van het vr~j e magne­
tisme der grensvlakken te moeten invoeren, zoo is het 1cerkelijke 
veld eener machine met groefwikkelingeu eene voor deze t heorie 
onbruikbare grootheid, en zijn we genooclzaakt tot invoering 
van een fictief magnet-isch v eld, waarvoor het koppel, ui tgeoefend 
op de stroom.verdeelingen alleen, gelijk is aan het koppel van 
het werkelijke veld op de stroomverdeelingen en de vrij e magne­
tische massa's t e samen. 

Voor de bepaling van dit fictieve veld zullen we de beide 
wikkelingsruimten moeten beschouwen als zonen ·uan constante 
pe1'1neabUiteit, zoodat de ruimteverdeeling van f-t- bij eene 
machine van de hier beschouwde soort aanleiding geeft tot de 
aanname van 6 co-axiale cylindriscbe disconti.nuiteitsvlakken. 

We moeten ons dan echter de vraag stellen, welke waarden 
we aan de permeabilitcit der nieuw ingevoerde zonen, gevormd 
door de wikkelingsruimten zullen moeten toekennen ! 

Voor de beantwoorcling dezer vraag laat ons eveneens de 
mathematische analyse geheel in den steek. 

Duiden we de permeabiliteit der lucht aan door p.0 , de permea­
biliteit van het ijzer door p., de verhoudiog van groefbreedte 
tot g roefsteek door E, zoo wete11 we alleen dat de vooT de 
wikkelings1·uimte in te voeren permeabiliteit p..' van deze d ri e 
grootheden afhankelijk z al moeten zijn, en wel zoodanig d at : 

t 
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voor $ = l 
en voor s= O 

.u.: = f.';,, 

f.J;' =f/-

terw~il we bovendien moeten aannemen, dat b~i continue verande­
ring vao $ van O tot 1, fl-1 continu van {.J; op f./;o zal afnemen. 

De em~voudigste functie van E, f.'; en f./;o, \Velke aa.n deze voor­
waarden voldoet is : 

f./;
1 = E ,u.,0 + ( ( - E) fl-

waarbij dus aan de wikkelingsruimte eene constante permea­
bilit.eit wordt toegekend, geltik aao de gemirldelde waarde van 
de werkelijke permeabiliteit binnen deze mimte. 

Zoolang we oiet over een juistere waarde van f./;
1 hebben te 

beschikken, is de aanname dezer waarde dus het meest voor de 
hand liggend. 

Overigens is de vraag naar de bepaling van deze juiste 
waarde van f./; 1 van betrekkelijk weinig belang, omdat ten slott.e 
alleen de waarden der reluctanties R den invloed van ,u.,' onder­
vinden, terw\il toch deze groot.heden in hoofdzaak bepaald 
worden door de constanten van het P.igenlijke entrefer, zoodat 
eene betrekkelijk groote fout in de waarde van p.' toch slechts 
eene geringe fout in de waarden der reluctanties ten gevolge 
heeft. 

In onze volgende beschouwingen zal het overigens nergens 
noodig zijn eenige aanname omtrent de waarde van f.l.' in te 
voeren. 

W e keeren thans terug to t onze algemeene beschou wingen 

over het magnetisch veld. 
De betrekking : 

2) _!__ (N z - N z) - · _I_ (N ' 2 - N '22
) = N M (./., l 1 2 f/-' l l 

bepaalt dA veranderingen, welke de functie: 

N 12 - N 22 = 4l2 (Pz 1/zp- Q2 ~-2J•) 

m de discontinuiteitsvlakken ondergaat. 

We merken vooreerst op dat, zoolang geen discontinuiteitsvlak 
gepasseerd wordt, deze fuuctie contimt aangroeit met 11, waaruit 
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volgt, dat binnen een bepaalde zone deze functie sleehts = O 
kan worden indien zij aan ele binoenbegrenziog clezer zone 
negatief, aan de buitenbegreozing posit-ief i:;. 

In de grensvlakken tusschen media van verschi ll ende per­
meabi liteit, welke niet tevens stroomvlakken zijn, zal de functie 
eenvoudig eene met f./., evenredige verandering onclergaan, en dus 
wiet van teeken veranderen. 

Eene sp1·ongsgewijze verande?"ing van teeken zal dl(s slechts 
kunnen opt1·eden ·in de st1·oomvlakken. 

Aangezien nu in de binnenste zone N 2 =O, en in de buitenste 
zone N 1 =O is, zal de waarde ·van N 1

2 - N 2
2 rw:n de binnen­

zijde van het binnenste stroomvluk o·verat positief, 1wn de úzúten.­
zijde van het b·uitenste st1·oonwla.k ove1·a.t negatief rnoeteu zijn. 

Uit een en ander volgt, da.t in 11vinstens élin de1· st?·oomvlakken 
eene plotselinge verande1·i;ng ·van teeken zal m.oeten opt?·eden, 
en wel van pos·itief aan de binnenzijde naa1· ne,qatief aan de 
buitenzijcle van het st1·oomvlak. 

De scalaire waarde van den krachtstroom per pool door een 
cylinder-oppervlak, Q = constant, is bepaald door: 

Ne2 = 4l'). (P2 q2P + Q2 q-21' + 2 P Q cos r) 

waaruit volgt: 
0 ]\T 2 

!.! ___g_ = s p z2 (P2 q2J> _ Q2 o-21,) 
õq 

= 2p ( N, 2- N 22) 

De krachtstroom Nu zal dus aangroeien of afnemen met toe­
nemende Q alnaarmate' N 1

2 - N 2
2 posi.tief of negatief is. 

V an a f het centrum to t het binnenste stroom v la k ~al bUge­
volg N

11 
con t inu aangroeien; va o a f het buitenste stroom v !ak 

tot in het oneindige zal daarentegen Nq continu afnemen. 
De verandering van NQ tusschen twe_e stroomvl~~k~u hangt 

af van ele waarden, die N 1
2 - N 2

2 m de nabLJheid dezer 
stroomvJakken bezit. Is deze functie aan de binnenbegrenzing 
der beschouwde zone }30sitief, zoo b lijft dit het geval binnen 
de gehee1e zone en zal dus ]\TQ continu aangroeien met Q; is de 
functie negatief aan de buitenbegrenzing zoo neemt binoeo de 
geheele zone N

11 
continu af b~j aangroeiing van (!. 

l 
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In het goval dat de fnnctie negatief is aan de binnenbe­
g renzing en positief aan de buitenbegreozing der beschouwde 
zone, zal zij voor een bepaald cylincler-oppervlnk l! = f! .• binnen 
deze zone gel (ik O worden. De krachtstroom J.VI! neemt hierbij 
dus contlnu af vanaf de binnenbegrenziog tot aan het cyJinder­
oppervJak !! = Q0 , bereikt hier zijne mi.nimale waarde 1V0 , en 
neemt vervolgens \veer continu toe naar de buitenbegrenziog. 

Uit: 
j:J'l 11 2p _ Q2 o -211- Ü 

~o ~u -
volgt: 

en 
)' 

N 0 = 4 l 1/ P (.J cos 2 . 

De miuima.Je waarde van den krachtstroom N 0 is dus blijk­
Laar identisch met den in hoofdstuk V bepaalden krachtstroom 
J.V0 , overgaa.nde van de eene b egrenzing der beschouwde zone 
naa1· de anclere, iodien voor beide begrenzingsvlakken kracht­
lijnen aaowezig zijn, \Velke punten van eenzelfde begrenzingsvlak 
met elkaar verbinden. 

In hot geval eener electrische machine, waarvan \Ve ele beide 
stroomverdeelingen in stroomvlakken geconcentreerd denken, be­
staao thans 3 moge lijkheden, nl. : 

10. N 12- N 22 verandert van tceken in beide st?·oom­
vtakken. 

De krachtstroom nt>emt dan continu toe vanaf het 
ceutrum tot aan het rotorstroomvlak, neemt in het 
entrefer aanvankel~ik a.f tot de minimale waarde N 0 

bereikt wordt, om daarna weer aa.n te groeien tot 
a.nn het statorstroom v l ak, terwijl htj voorbU het stator­
stroomvlak weer continu a.fneemt tot in het ooeindíge 

2°. N 12 - N 22 veranrlert nlleen van feeken in !tet rotor­
st,roomv/ a le. 

De krachtstrooro neemt continu toe vanaf het cen­
trum tot aan het rotorstroomvlak, or.tJ daarna continu 
af te nemen tot in het oneindige. 

7 
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3°. N 1
2 -- N 2

2 verwulert alleeu vatt teckeJi i11 ltef slato1·­
stroomvtak. 

De krachtstroom neemt continu toe vannf het cen­
trum tot aan het statorstroomvlak om daarna weer 
continu af te nemen tot in het oneindige *). 

Bepaalt men iu deze drie gevalleu uit de constanten P en Q 
van het entrefer den straal : 

2]> .,;(J 
'<o= p 

zoo vindt men bl~jkbaar alleen in het eerste geval hiervOOl' eene 
waarde, gelegen tusscheu die van den straal 1·1 11au het stator­
stroomvlak en den straa.I 1·2 vau het rotorstroomvlak. 

In het tweede geval is ni. N/ - N 2
2 Liunen het eul-refE'lr 

negatief en iu absolute waarde afnemend, en vindeu we rlus 
voor q0 een waarde, grooter dan 1·1 . 

In het derde geval is N 1
2 - N 2

2 binnen het entrefer positief 
en toenemend, en bezit dus (!0 eeu waarde, kleiner dan 1·2 . 

Slechts in het eerste geval zullen dus behalve de kracht.l~ineu, 
welke het entrefer overbruggen, zoowel krachtl~inen optreden 
welke twee punten van het statorstroomvlak, als ln'achtlijnen 
welke twee punten van het rotorstroomvlak met elkaa.r verbinden. 

I n het tweede geval ontbreken de krachtlijnen, welke twee 
punten van het statorstroomvlak, in het derde gevai de kracht­
lijnen, welke twee punten van het rotorstroomvlak verbinden. 

*) De verandering va n tlen krachtstroom N p. a.! s ÍlUICtie va.11 p, well{e 
volgt uit de hier afgeleide betrekkiugen, is in nevenstaa.nde figuur gra:fisch 

voorgesteld. Blijkbaa.r neemt 
~ de krachtstroom binnen het 

statoríjzer in buitenwaart­
sche ricll t ing, binnen het 

L,.---=;.;:.:.~,......~'1--j!;.-.,..,.,.,...,.,,.:r-...:;.:=-==--p rotol'ij :~:er iu binuenwaarlsche 
O richting st.erk af, iu verge­

lijking· met de afname tot 
O buiten de begrenzingen der machine. Bij eene goed gedimensionneet·de 
machine zal reeds aan de buitenbegrenzing van d en stator en an,n de binneu­
begrenzing van den rotor de krachtstroom tot een zoodanig gering bedrag 
z~ju afgenomen, dat z~jne voortzetting voorbij deze beg1·e112ingen practisch 
ka.n verwaarloosd worden. 
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~{et welk van deze drie gevallen we te doen hebben, hangt af 
van de verhouding en het standsverschil der magnetomotorische 
krachten M 1 en M 2 i kan men beide geheE~l willekeurig aan­
nemen, zoo ziju allEI drie gevalleu mogelijk! 

ln den regel verwart meu de beide lekln·achtstroomeu met de 
kracht,stroomen, welke de krachtl~jnen omvatten, die hetzij twee 
punten van het statorstroomvlak, hetzij twee punten van het 
rotorstroomvlak met elkaar verbinden, terwijl de restkrachtstroom 
dan identisch zou zijn met clen krachtstroom N0 . 

Was deze opvatting juist, zoo zouden we dus steeds met het 
eerste geval te doen hebbeo. 

\V e zullen nu aantoonen dat men integended bij een inclactie­
'lnotm· steeds te doen heeft met het derde geval. 

Hiertoe behoeven we slecbts opte.merken dat, zooals bekend 
mag ondersteld worclen, de roagnetomotorische li:racht der rotor­
wikkeliog vau eeo indnct.iemotor en de rotorkrachtstroom magne­
tisch 90° ten opzichte van elkaar verplaatst z~;n. 

Hieruil volgt echter onmiddelijk: 

N,. M 2 =0 

zoodat N
1

2 -:- N 2
2 w , !tet roto1·st?'oomvla.k niet ·van teeken 

vera·mlert l 
In heli entrefer van een indnctiemotor treden clus slechts op: 

10 krachtlijnen, overgaande van het statorstroomvlak naar 
het rotorstrooinvlak; z\j vormeu te samen den gemeen­
schappelijken krachtstroom, gelijk aan den rotor­
lm·achtstr oom: 

N,.=N+Nt2 
en 20 krachtlijnen, overgaande tusschen twee punten van het 

statorstroomvlak, te samen vormende clen krachtstroom: 

Ns- Nr=N/1 - N ,2 

clus gelijk aan het verschil cler úeide lekkrachtst1·oo1nen. 
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HOOFDSTUK VIJl. 

Bijzondere methode voor de oplossing der verge lijkingen , opgeleverd 
door de o vergangscondit ies in d e discont inuiteitsvlakken. 

In boofdstuk VI bebben ~'le het systeem vergclijkingen ter 
bepaling v an de constanten P x , Qx 1 Py n n Q!l opgelost voor 
het geval van 4 cylindrische cliscontinuiteitsvlakken. 

Uit onze beschouwingen van het vorige hoo:fdstuk is ous echter 
gebleken

1 
dat w~j in het algeroeen b~j eene elect.rischo machine 

met groef\v1kkelingen voor de bepaling v~tn het mngnetiscb velcl 
een grooter aantal cylindriscbe c1iscoutinuiteitsvla kken zullen 
moeten aannemen. 

lndíen w~j nu op dit geval de in hoofdstuk Vl gevolgde 
roethode zouden witlen toepassen, zoo zouden we op het prac­
tische bezwaar stuiten dal zéér samengestelde uitdrukkingen 
bij de berekening zouden optreden, en dat ten slotte de uit­
korosten zouden verkregen worden in onoverzichtel ij ke n vorro. 

Dit bezwaar neemt natuurlijk toe naarmate het aantal dis­
continuiteitsvlakken grooter is! 

Hierb\j is even wel in aanroerking te ne m en 1 da t het aantal 
stroomvlakken van betrekkelijk ondergeschikt belang is. Immers, 
we zonden de verdeeling van het magnetisch veld kunnen 
vaststellen onder den invloed der magneLorootorische kracht van 
ieder der stroomvlakken afzonderlijk, en daarna door samen­
stelling het werkelUke magnetisch veld bepalen. 

De meerdere of mindere saamgesteldheid der berekening hangt 
dus in hoofdzaak af van het aantal discontinuiteitsvlakken, 
welke de , begrenzing vormen tusschen zonen van verschillende 
permeabiliteit. 

In het volgende is getracht een metbode aantegeven voor de 
oplossing der vergelijkingen, welke onafhankel~jk van het aantal 
grensvlakken steeds op eenvoudige wijze leidt tot uitkomsten 
in practisch bruikbaren vorm. 

Voor een gre.nsvlak tusschen twee media met de permeabili­
teiten ,.~., en r.~.,', dat niet tevens stroomvlak is, leveren de 
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ovcrgangsconditics de volgende \'Íer vergelUkingen op: 

P:~.· r 1' + Q."C r -J• = P'x r P t Q'.'l: r-J> 

:::itellen wij ons nu voor, dat aan de bi oo enz~ide van het 
binnenste s lroomvlak 11 dero-eliJ"ke O'rensvlakken ge]eCYen ziin 

t:> • t:> . t:> :J ' 

zoo l everen deze v lakken : 

2 n. vergel~jkingen met n t 1 onbel• enden P x en 11 onbekenden Qx 

en 

2 n vergelijkingen met n t l onbekenden P 11 en n onbekenden Q!J. 

Dniden we een der onbekenden in het eerste systeem aan 
door Purv en de overeenkomstige onbekende in het t\veede 
systeem door P oy, zoo z~in de g rootheden : 

a = J:>.c = p 11 en b = Q.r = Q" 
P u :t· Puy P tl.t· Pu y 

voor ieder der zonen, voor zoover deze gelegen zijn bionen het 
binnenste stroomvJak, door de vergelijkingen der n grensvlakken 
volkomen bepaald. 

Merken we ou op, dat de grootheden a en b geene ver­
andering ondergaau bij vcrplaalsing der stroomvlakkeo, mits 
slechts de zona, waarop zij betrekking hebben, gelegen blijft 
aan de binnenzijdc van het binnenste stroomvlak, zoo kunnen 
we eens voor goed deze coustanten o en b voor alle zonen van 
verschi!Jende permeabiliteit bcpalen, door ons de gezamentlijke 
stroomvlakken verplaatst te denken naar de buitenste zone. 

Deze bepaling geschiedt het eenvoudigst indien we de groot­
heden P u x en P oy betrekking doen hebben, hetzU op de binnenste 
zone, waarvoor dan gelclt: 

a= l b=O 
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hetzij, indien de permeabiliteit der binnenste zone = O WOJ' dt 

aangenomen, op de naastvolgende zone, waarvoor in dit g e,, a J 
geldt: 

en d us : 

a=l ú = - ·r~'' 

waarin 1· den straa] der binnenbegrenzing van ele bcschouwde 
zone voorstelt. 

De constanten a,' en b' der eerstvolgende zone worden dan 
bepaald door de vergelijkingen: 

..!, (a' 1-'P - b' 1·'-p) = ..!.._ (a r'1> - ú r' - 11) 
f/- f/-

waaruit volgt : 

a' 

' + ' b' {./., - f/., 19 {./., f/- T. = :..___,~- a 1· -P + :___,;......:--_ u 
2 (.!., 2 (/.. 

Z~jn de constanten a' en ú' op deze wijze berekencl, zoo 
kunnen voor de volgende zone d e constanten a" en b" weer 
bepaald worden uit : 

' + " f H2 {/.. f/.. (. 1 a ·r'' + , ' 2 {/.. 

enz., tot.dat acbtereenvolgens voor alle zonen de constanten a 
en b z~jn vastgesteld . 

W e merken op dat de uitdrukking: 

a ql1 +b'.!_,, 

continu aangroeit van de waarde O m het centrum tot oo in 
het oneindige. 
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Op vol kome;-n dozelfdc w~jze leidt de bcschouwing ner grens­
v l ~Lkk cu, gclcgen uau de buitenzijdo van het buitenste stroom­
vlak tot de invocring van twee constantl'n e en d voor ieder 
dcr zonen VfUl vcrschillunde pormea.uilitei r, welke constanten de 
vP.rhoudingen bepalen : 

j.J,,. .?,, 
C=-- = - -· 

(),1.,. CJoy ou 

voor· zoover dezc grootheden betrc,kking hebben op aan de 
bu itenzijde vnn het buitenste stroomvlak gelegen zonen. 

De lwpaling der constauten e en d geschiedt het eenvoudigst 
cloor uit te ga.an, hetzij van de buitenste zone, waarvoor : 

c=O d= l 

hetz~j, indien de permeabiliteit dezer zone = O gesteld wordt, 
vn,n de naastvolgende zone, waarvoor in dit geval, indien 1· den 
straa1 dor buiteubegreuzing voorstelt: 

De c.:onstanten e' en d' voor de naastvolgende zone worden 
weer uit de constauten e on d afgeleid met behulp d er formules: 

, f.t +,u' (.t - !"-.d ' ., e = e + 1· - -P 
2{.4 2p. 

l + l 

d' = f/- - ~"' e r 1 2JJ t P. P. rl 
'2. p. 2r.t 

zooclat wc, op dezc> w~jze voortgaande, weer op weinig om­
s lachtigP w~jzc achtereenvolgens de constanten voor de ver­

schillende zonon kunnen bcpalen . . 
Op te merken va lt, dat de uitdrukking : 

e !!l'+ d !J-11 

coutinu afneemt van :JJ in het ceoh·um tol' O in het oneindige. 

Beschouwen we tbans eooe zone Olet de constanten a , b, e 
en d, ter weerszijden waarvan stroomvlakken gelegen zijn. 
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Nemeo we aan, dat de stroomvlakkeo, gelegen aan de buiton­
zijde der beschouwde zone, in de binnenstc zooe een<' waarde 
van P docu optreden, waarvan we de componeoten nanduiden 
door Pox en Poy; verder, dat de stroomvlakkeo aan de binnon­
zijde der beschouwde zone in de buiteoste zone ecne waarde 
van Q doen optreden, waarvan we de componenten :~aodniden 
door Q0 x en Q011 • 

Binnen de beschouwde zone is dan: 

P:..=aPox+ e Q0 x 

Pu =a P 011 +e Q 011 

Bijgevolg is : 

a e 

(J.,.= b l.Jo.,. + d CJo.,· 
Q11 =bPu11 +dCJou 

p 11 Qy ú d p o 11 Q (l !l 

Uit de hetrekking l) v an hoofdstuk V li volgt clnt 

l 

f.'- Pu Qy 

geeoe veranderi ng kan ondergn.an zoolang geen stroomvlak ge· 
passeerd wordt. 

Indien dus tusschen de beide stroomvlakken ter wecrszijclén 
van de bescbonwde zone, nog eene tweede zone gelegcn is met 
de constanten a', b', e' en cl' en de permeabiliteit f.l.:, zoo is 
noodzakeqjk : 

{/ e 
l 

a' e' 
-= -, 

d {.!. // d' 

m. a. w. ele determinanten, gevormcl door ele constanten der be­
schouwde zonen, verhouden zich a ls hunne permeabilitciten. 

Aangezien echter voor ieden! zone de waarcle cler constanteo 
onafhaukelijk is van de ligging cler stroomvlakken , is de uit­
drukking: 

l a e 

f/.. u d 
=0 

constant voor alle zonen van verschillende permeabiliteit, waarin 
de ruimte verdeeld is. 
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H ebben we eenmaal voor alle zonen de constanten a, b, e en cl 
vastgesteld, zoo kan op zeer eenvondige w~jze bet magnetisch 
veld bepaa1d worden, optredende onder den iuvloed eener 
sinusoicla.le mngnetoruotorische kracht in een bepaald stroomvlak. 

Z~j het stroomvlah: Q = 1·, waarin eene magnetomotorische kracht 
M ,. optreedt met de componenten ilfx en Jll y, gelegeu in een 
zone met de permea.biUteit {h, waarvoor we de constanten a , b, 
e en cl bepaald b~bben. 

Aan el e binnenz~jde van het stroomvlak is: 

P.1.· = a Pu.'l,' 

aan de buitenzijde van het stroomvlak : 

P '.'!: = e Qox 

Na invoering dezer waarden in de overgangscondities voor 

het stroomvlak: 

p :r: ?' 11 + Qx r-P = p' x ?' JJ + Q ':x.· ?.-p 

P,1. '1'11 - Qx 1·-P = P'x ?·l' - Q'x 7.-p + ~ JV ::r: 

gaan deze over in: 

P o :r: (a 1·11 t b ·r - P)= Q,, ,-1, (e r t> t d 7·-J>) 

"' P,, a; (a ·r P - u ?·-P) = Qox (e ?'11
- d 'r -11

) t '2 ilf.-ç· 

Merken w e nu o p da t: 

({ 'J' ] J + b?·-1' - e 1· 1· -d t·- J' 

='2 
(l. e 

=2 (h JJ. 
a 1· P - b 1.- p - e 1·1' t d 1·- 1, b d 

zoo volgt onmiddell~jk uit bovenstaande vergelijkingen: 

e ri' t d 1·-1• 
P 11 x = 

4
D llfx 
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In eene zone met de conshmten a', b', e' en rl' , r;eLeyen /,ill/1(:11 

!tet st1·oomvlak, is t.hans : 

De x -componente van den krachtst.room NI.! over een lengte 
l der beschrijvende lijn van een biouen clcze zoue w~Jegen cyl iuder­
oppervJak is bijgevolg : 

J.Vx = 
(a.' !! T• t l/ q-P) (e r 11 t d 1·- P) l 

M,,. 
2D 

en daar evenzoo 

Ny= 
(a.' 1.! J> t b' q-P) (e 1-1, t d7·-7') l 

M !l 2D 
is: 

N~~= 
(a' !J l> t b' ~-11) (e?_,, t d 1·-li) l 

M , . 
2D 

Op dezelfde wijze vínden we voor den krachtstroom N!! binnen 
eene zone met de constanten a", b", e" en d", .r;elegen aan de 
buitenzijde van het stroomvlak : 

Voor Q = 1- w orden beide uitdrukkingen voor N q aan elkaar 
gelijk, en vinden we : 

zijnde de uitdrukking voor den krachtstroom p er pool door het 
stroomvlak. 

In het geval van meerdere stroomvlakken is het ma.gnetisch 
veld te beschouwen als de superpositie der velden, ontstaande 
oncler den ínvloed der magnetomotorische krachten in ieder der 
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st room \7 lakken afzonderl\ik. W e verkrijgen d us voor N
11 

~ene 

uitdrukking van den vorm : 

e 1J P t clt!-'~1 

+ ' l L · (a 1·1' +b 1·- J1) M . 'lD , , 

waarin de somma.ties ~~~ en L. i respectieve)\jk betrek hing hebben 
op de stroornv lakl<en 'llit- eLJ inwendig gelegen van ele be­
schouwde zone. 

Beschouwen we meer in het bijzonder het geval van hvee 
stroomvlakken, over~enkomende met dat eener electrische machine. 

Denken we ons het statorstroomvlak met een straal ·r1 gelegen 
in e<>ne zoue met de constanten a,, b,, e,, d 1 , het rotorstroomvlak 
met een straal 1·2 in eene ~one met de conshwten a2, b2, c2• cl2 

en cluiclen we de coustauten van eenige zone t nsschen deze beide, 
bijv. '\ran het entrefer, aan door a, b, e, d. 

Zij de magnetomotorische kracht van het. statorstroomvlak 
M,, clie van het rotorstroomvlak M 2 , zoo is de krachtstroom 
per pool in ele tusschengelegen zone: 

(a !! Jl + b ~~-!') (e, 1·, ,. t d.1 ?'1 - P) l M. 
N~~= 2D ' 

+ 
(e f! P t cl,_.-P) (a21·l t Ú.z1·2- P) i 

2D M z 

welke uitdrukking we na invoering van : 
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a ls volgt kun nen scb rijven : 

M (a Q P t b ~ ->)) - (a2 1·2
1' t b2 1·2 -

1' ) M .1 
N q= R t (a1 1·l t b1 7·1- l' ) - ( (t2 1"l t ú2 1·2 

1') il1 

(e f!'' t d !! - 1')- (c1 r11' t d1 -r1 - 1') M 2 

+ (c2 ·rl t cl2 1·2 
1')- (c1 1'/' t d1 r 1 ") Jt'!. 

Aangezien b~i veTandering van 11 van 1·2 tot 1·, de waarde 
va.n a eP t b q-1, conlinu aangroeit van a 2 rl t b2 1·2-P tot 
a. '1"/ t b, '1'1-11

1 daarentegen ele waarde van e Q1' t d e- '• cont inu 
afneemt. van c2 'l'l t d2 1·2 -p tot c1 1·11' t d1 1·1-J1, zal in de uit· 

drukking voor N n de coef:ficient van MR 1 contind aangroeien van 
' l 

t l d f:fi M 2 . f O to , aarentegen de coe cient van contmu a nemen 
R2 

van l tot O. 

Wij vinden bijgevolg voor den statorkrachtstroom : 

N M Ml s=R t ll
1 

voor den rotorkrachtstroom : 

zoodat 
M 

N = ­
H 

den restkrachtstroom, en 

N M l 
~ ~ =R 

l 

de beide lekkracbtstroomen voorstell<>n 

Een nader onderzoek der uitd rukkingen voot· de reluctantie 
R van het restveld , en de reluctant i13s R 1 en R 2 van de beide 
lekvelden, als uitgevoerd in hoofdstuk VI, leidt in het algemeen 
niet tot vereenvoudiging dezer uitdrukkingen, noch tot over­
eenstemming met de uitkomsten der theorie van het magnetisch 
circuit. 

l 
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W e bepaleu ons dus tot de opmerking, dat de reluctanties 
der lekvelden slechts dan zéér groot zullen zijn in vergelijking 
met de reluctantie van het restveld, indien: 

(ai?·~~~+ b1 r~ -~~)- (a2 'rl + b27·2-P) 

a2 ·r2t> t b2 r2 -p 

en 
(c2 r 2

7) t cl2 r2 -P) - (c1 r 1P t d1 r1-P) 

c1 1·/J + d1 1·1-P 

zéér klein zijn ten opzichte vau de eenheid, m. a. w. indien 
a 11J1 t b ~,-p en e 11P t cl(!-1' bij overgang van het een~:: stroom­
vlak naar het aodere slechts eene relatief geringe verandering 
ondergaan. 

Indien wij dus in de volgende beschouwingen eene relatief 
geringe verandering dezet· grootheden vooropstellen binnen het 
gebied, waarin de beide wikkelingeu eener electrische roachine 
zijn gelegen, zoo wil clit eenvoudig zeggen, dat we onderstellen 
te doen te hebben ruet eene goed gedim.ensionneerde machine. 



110 

HOOFDSTUK IX. 

Sinusoidaal magnetisch veld onder den invloed 
ecner electrische ruimtestrooming. 

Evenals in de vorige beschouwingen deukeu we ons weer de 
ruimte door cylinder-oppervlakken: 

l!= constant 

verdeeld in zonen van verschi ll ende permeabiliteit . W e kunnen 
dan weer volgens de in het vorige hoofdstuk aangegeven methode 
voor ieder dezer zonen de constanten a, b, e en cl voor een 2p-polig 
sinusoidaal veld bepalen. 

Terwijl wij ons echter tot dusverre de electrische stroorning 
gecondenseerd dachten in bepaalr.le oppervlakken, zullen we 
thans J1et gevaJ beschouwen, waarmee we in werkel~i kbeid 
steeds t <:l doen hebben, n l. d at de electrische strooming vercl eeld 
is over de ruimte. 

We nemen weer aan, dat de richting d er strooming overal 
evenwijdig is met de as de.r cylindriscbe g rensvlakken, en dat 
hare waarde in ieder cylinder-oppervlak, f!= constant, verande r·t 
volgens een sinuswet. 

Tusschen twee oneindig dicht bij elkaar gelegen cylindcr ­
oppervlakken met. een straalverschil dq treed t eene oneind ig 
kleine 2p-polige sinusoidale magnetomotorische kracht op, welke 
we in grootte en stand aanduiden door den vector ; 

Ter bepaliug van den ·kracbtstroom N
0 

maken we gebruik 
van de in het vorige hoofdstuk afgeleide fdrmule : 

a (,J P+b Q-1) _ 
N Q = 2 D l.i:n (e ?· 11 +d 7·-r) M ,. 
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wolke voor het thans beschouwde geval overgaat in: 

Voor een gegeven sinusoidale ruimlestroomverdeeling is door 
bovenstaande formule de krachtstroom N~ algemeen bepaald. 

Stelleu we ons de wikkelingen eener electi·ische machine voor 
als saamgesteld uit een aantal co-axiaal geplaatste cylindrische 
draadlagen, ieder bestaaude uit een gelijk aantal draden. De 
magnetomotorische krachten der verschillenr.le lagen eener be­
paalde 'vikkeling z\jn dan zoowel in grootte als in stand aan 
elkaar gelijk. Bij beuadering zullen we de werkelijke strooming 
in de draden mogen vervaugen door eene strooming, we1ke 
contiuu verdeeld is over de ruimte tusschen de twee cyliuder­
oppervlakkeu : 

Q = 7· en 

welke de wikke]ing in- en uitwendig begreuzen. De totale 
magnetomotorische kracht der wikkeliug moeten we ous hierbij 
gelijkmatig verdeeld denkeu over deu afstaud der begrenzingen 
'r ' - 1·; bijgevolg is binuen de wikkeling: 

te stellen. 
Uit de algemeene uitdrukking voor N q volgt thans: 

voor deu krachtstroom aan de binneuzijde der wikkeling: 

!
r' 

l M N = - .- -,--(a qP + b q-I') (e 11 " +d ~~-P) di! 
41 2D 7· --1· 

1' 
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in het inwendige der wikkeling: 

r' 

N l M l (a!!''tb!!-")f (c!!'' + d!!- '')rl!! f!= 'L.D 1·' -1· 

l! 

t (e !!P t cl q-~>)j(a rJ'' +h !!-1•) d!!~ 
'l' 

aan de buitenzijde der wikkeling: 

r' 
l M f N ,.= 2 r - ,--(e l! P t d q-P) (a. !!'1 + b Q-1•) d!!. 

.. tJ 'J' -?' 

1' 

Zoowel aan de binnenzijde als a.an de builenzijcle der wikko­
ling verandert N Q blijkbaar op dezelfde \Vijze a.ls voor het geval 
de magoet.omotorische kracht in ecn bepaald cylioder-oppervlak 
geconcentreerd is. 

Oenken we ons in :fi.g 12 N 0 grapbisch voorgesteld al s functie 
van q, zoo geldt voor !! < 1' de st~igende kromme a b, waarvau 
de ord inaten evenredig zijn met a. !!'' t ú q-tl, voor !! > r' de 

daleode kromme e d, waarvan rle ordi-
t naten eveoredig zijn mete!!''+ r1 rr''· 

/ (\ Voor waarden va.n !! , gelegen tus-
b/n\. schen ?' en 1·' zal de veraode.ring van 

a/ j ! ~ ~d N q worden voorgesteld door de k romme 
i ! : b e, welke, zooals we nader zu llen aan-

OL-----!:r-!:~r,.-----9 tooneo, in b raakt aan de kromme a u, 
Fig. 12· in e aan de kromrue e d. 

Denken we ons de kromme a b voortgezet voor waardcn > r, 
de kromme e d voor waarden < 1·'. zoo snijden zij e lkaar in een 
punt e, dat den straal 1·" bepaa.lt' van het cylinder-oppervlak, 
waarin we ons ele magnetomotorischc kracht moeten aangebracht 
denken, welke zoowel aan de binnenzijde als aan de buitenzijde 
der wikkeling hetzelfde ma.gnetisch veld doet optreden als de 
magnetomotorische kracht der wikkeling zelf. 

De waarde van 1·" is blijkbaar bepaald door : 
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r' ' 

(a r"1' + ú 1"''-l').f(Cf.! 1' + d ~-t1) d~= (e ·r" P+ d r"-t>) ((~t?"+ b rrP) cl ft 
r ·r 

De magnetomotorische kracht M' welke, werkende in dit vlak, 
zoowel aao ele binnenzijde als aan de buitenzijde der wikkeling 
een veld oplevert, gelijk aan het veld der magnetomotorische 
kracht M de.r wikke1iog, is dan bepaa.ld door: 

.f'~a v'> + b v-7•) cl!! .f'~e €!'' +~~~-'>) d f! 
, r 1· 

M = M (, )( , b, )= M ( , )( , d, ) 1· - r a 1· '' + r _, 'r - 1· e 1· '' + r -p 

Bl~jkbaar is in 't algemeen M' niet gelijk aan M ; m.a.w. we 
kuonen in 't algemeen niet de magnetomotorische kracht der 
wikkeling vervangeu door eene ,qelijke magnetomotorische kracht, 
werkencle in een oppervlak, welke zoowel aan de binneozijde 
als aa.11 de buitenzijcle der wikkeling hetzelfde magnetisch veld 
oplevert. 

[n het inwendige dAr wikkelíng zelf zal het veld steeds ver­
scb illen va n bel veld, veroorzaakt door een oppervlaksstrooming; 
di t Jigt t rou wens voor de hand. d aar de cliscontinuiteit, welke 
noodzakel ijk optreden moet in een stroom·vlak, verdwijnt, zoodra 
we te cloeu hebben met eene strooming, verdeelcl ove1· de 1·niuzte. 

We merken thans vooreerst op, da.t in het inwendige der 
wikkelioo- de krachtstroom overal kleiner is dan ele voortzetting 

o 
van een der beide kracbtstroomen, weJke aan de binnen- en 
buitenzijde der wikkeling optreclen, clus: 

(a (!P + b q-1') ~~·~ (/ 11 + d !!-P) d (! + (e (! li + d q-P) J~ G 1! l' + b ~r!>) d (! 

• !! ?" 

< (O· 'P t b ,-P) 1;: 'P t d ,-1') d ' 
1" 

en 
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Dat dit zoo is, blijkt onmidcle llijk indien we opmerken dat, 
aa.ngezien a11P + bQ- P aangroeit, daarentegen C!/ 1' + rl~·-1' a.f­
neemt met toenemende q, ele ongelijkhecleu bcstaa.n: 

en 

(a. ' " t b,-~)~;~ e• t d , - •) d • <(e •'' t d ,-•)j(;t •' t/, ;-••) d o 
'.! f.! 

waarvan de eerstgenoemde ongelijkheden het direct gevolg z~in. 

Differentieeren we de uitclrukkingen voor N I! naar 11 zoo vinclen 
we voor de binnanzijde cler wikkeling : 

voor het inwendige der wikkeling : 

u N u l M l fr' --' = - .- - ,-- 1!._ (a!! P- b rr") (e!!~' + d ~~-J') r/(! 
J !! 2 D 1· - ·r Q • 

1/ 

+ (e !! JJ- d 1!-r') j( a 11 '' + b 1!-P) d!! l 
r 

voor de buitenzijde der wikkeling : 

Voor 1/ = ?' worden de beide eerste uitdruklcingen, voor !1 =r' 
ele beide Jaatste uitdrukkingen voor het differentiaalquotient aan 
elkaar gelijk, waaruit dus volgt clat inderclaacl in de graphische 
voorstelling van fig. 12 de krommen a b, b e en e cl vloeiend in 
elkaar overgaan. 

l 

j 



l 
> 

l 

llõ 

Aa.ngezien verder a. qP- b !! - p overal posit'ief, e 1(1)- d q-P 

u N u 
overal ne.r;atiej' is, i s 0--q'· positief voor Q = 1", negatief voor Q = 1·', 

en dns noodzakelijk = O voor eenige waarde van q tusschen 
1· en ?"; m. a w. in het inwendige der wikkeling neemt de 
krachtstroom vanaf el e binnenbegrenzing aanvankelij k toe, be­
reikt een ma.ximum, en neemt daarna weer af naar de buitcn­
begrenzing. De verancleriug van den krachtstroom heeft dus 
inderdaad het. verloop, in :fig . 12 voorgesteld. 

fn clien we de magnetomotorische kracht der wikkeliog, M, 
ver va.ngen door een yelijke magnetomotorische kracht, werkende 
in eeu cy linder-oppervlak, zoo is het blijkbaar in het algemeen 
niet mogel\jk de ligging van dit cylinder-oppervlak zoodanig aan 
te nemen, dat zoowel aan de binnenzijde als aan de buitenzijde 
der wikkeling het magnetisch veld geene verandering ondergaat. 

Om aan de binnenzijcle der wikkeling hetzelfde magnetisch 
veld te verkrijgen moet de straal ·r" van het cylinder-oppervlak 
volcloeu aan : 

. r' 

e 1·"fJ + d 1·"- 11 = ·r' 
1 

'l' f( e f! P + d~t-1') d q 
1' 

daarentegeu moet, om aan de buitenzijde der wikkeling hetzelfde 
magnetisch veld te verkrijgen, 1·" voldoeu aan : 

1'' 

Ct 'r"P +U 1'"-1' = 
1
,, l 

1
.f(a l! p+ b rP) U l} 
.,. 

I n het eerste geval is clus 1·" de waarde van ~, waarvoor de 
gemiddelde waarde van e ql> t d !!-p optreedt bionen het gebied 
tusschen !t= 1' en !! = 1,1; in het tweede geval is ,,., de waarde 
van q, waarvoor de .gemidclelde waarcle optreedt van a. qP +b Q- P 

binueu hetzelfde gebied. 
Aa.ngezien e t; P+ d~·-" continu afneemt, a QP t b q-v contiuu 

toeneemt bij aangroeiing van f/, v indeu we voor beicle gevallen 
één waarcl e van 'r", gelegen tusschen ?' en -r', welke beide waarden 
van 1·" in het algemeen niet aan elkaar gelijk zgn. 
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l ndien wij ons nu van eeue electriscbe machiue de stator­
wikkeling begrensd denken door de cylinder-oppervlnkken : 

en 

en we bepalen voor deze wikkeling den straal 1·/ uit: 

terwijl we voor de rotorwikkeling, begrensd door de cylinder­
oppervlakken : 

!!=7"2 

den straal r 2" bepalen uit: 

en 

zoo zal, indien wij ons de roagnetomotorische kracht M .1 der 
statorwikkeling gecoocen treerd denken in het cylinder-oppervlak : 

de magnetomotorische kracht M 2 der rotorwikkeling m het 
cylinder-oppervlak : 

het magnetisch veld binnen het entTefer hierdoor geene verande­
ring ondergaao. 

Aangezien zoowel het koppel als de energiestroomiog in het 
eotrefer door het maooetisch veld in het entrefer volkomen be-

"' paald zijn, zal er door de bovenoroschreven vervanging der 
wikkelingen door stroomvlakken 1.ât een ?nechan'iscli oo.r;p1mt 
niets veranderd zijn in de werking der roachine. Hetzelfde geld t 
echter niet voor de elect,rische verscbijoselen, welke zich in de 
wikkelingen afspelen, daar binnen de wikkeliogen zelf het 
magnetisch veld der stroorovlakken niet roet het werkelijke 
magnetisch veld overeenstemt. 

Nemen we echter in aanmerkiog, dat de poncleromotorische 
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werkiDg bepaald wordt door de wederkeerige inductie tusschen 
de beide wikkelingen, zoo mogen we reeds dadel~ik de gevo]g­
trekking maken, dat de elect.rische versch~jnselen slechts in zoo­
verre zullc>u gew~izigd worden, als ztj afhankelijk zijn van de 
beide lekvelden. Het onder deu iuvloed der stroomvlakken op· 
tredende restvelcl zal daarentegen volkomen moeteu overeen­
stemmen met het werkelijke restveld, en we zuiJeu dus voor 
rlen restkrachtstroom eene uitdrukking moeten vinden ra,n den 
vorm: 

waarvan de jnistheid nader blijken zal uit de volgeude be­
schouwingen. 

Bij de bepaling van de iu eene wikkeling geinduceerde electro­
motoriscbc krachten, z.ulleu we voor ieder der draadlageu de 
ve1·andering v an d en krachtstroom moeteu vaststellen, wel ke 
optreedt in het cylinder-oppervlak, waarin de hartlijnen gelegeu 
z tin cler draden, wau.ruit de beschouwcle laag · is saamgesteld. 
Deze krachtstroom zal voor ieder der draadlagen eene andere 
waarde bezitten ; daa.r evenwel iedere laag hetzelfde aantal 
dra.den bevat, en de overeenkomstige draden iu de verschillende 
lageu steecls in serie geschake1d zijo, zullen we, iu plaats van 
deu werkelijken krachtstroom voor ieder der lageu afzonderlijk 
in rekening te brengen, de ge·rnidclelcle waaTde van deu kracht­
stroom mogen invoeren , en dus de zaak zóó voorstellen, alsof de 
h arti ijnen van alle draden der wikkeliog ge1egen waren in een 
cyliucler-oppervlak, waariu een krachtstroom optreedt, gelijk aa.n 
ele gemiddelde waaTcle van den krachtstroom binneu de wikke­
lingsruimte. 

We zullen thans deze ,gemicldelde" krachtstroomeu voor de 
beide wikkelingen eener electrische machine bepalen. 

De totale krachtstroom, optredende in een cylinder-oppervlak, 
(! = constant, gelegen binnen de statonvikkeling is: 
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voor een cy linder-oppervlak, gelegen binnen ele rotonvikkeling;: 

Wij vinden bijgevolg voor den "gemiddelden" statorkracht­
stroom: 

t[<~·, , + d.- ") d ,F,.,,.+ b.-,.) d, 
1 

1 '1 1'1 

l 

l 
' 
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~[erken wc op cla.t : 

r 1' 1·1' r 1' q 

J (rt '! ''+ ú ~~-J•) d ~~f(cql' fd ~~-1•) d !f=.f(c q Pfd q- P) d !! f (a ql' t b '?-P) d l/ 
?'t v ?'t .,.. 

<'D voeren we in : 

zoo gnat bovensta.aude uitdrukking voor den gemiddelden stator­
krachtstroom over in : 

l' l 

_ l 

1 J(~ t;'' + b ,ri') d!! l· 
'/'2 -?'2 

1'2 

Evenzoo vil1d en we voor den gemiddelden rotorkraf'ht­
stroom: 

Hieruit volgt dus voor de waarde van den restkrachtstroom: 

l M / '·
2

' / '· • ' N = - '-
1 

l (af111 f Ú!!-1')d !l (c '/ 1' t dq '')d!! 
2 D (r1 - r1 ) (r2 ~r2) 

~~ ~~ 
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tt-.rwijl wij voor de beide lekkrachtstroomen vindeo: 

De restkrachtstroom bl~jkt dus inderdand identi.sch met den 
restkracbtstroom, welke zou optreden indien ele mngnetomoto­
rísche krachten M 1 en M 2 werlden in ele stroomvlakken 

en 

Stellen we an!'>, wat betreft de lokkrnchtstJ·ooml'n, m<' t benade1'fle 
waarden tevreden, zoo knunen we deze verkr~jgen door op te 
merken dat de relatieve verandering van den krachtstroom, ver­
oorzaakt door de stroomverdeeling in één det· wikkelingen, binnen 
deze wikkeling zelf slechts gering is in vergel \iking met de rela­
tieve verandering d er grootheclen a Q 11 + b Q-1l en e l!'' + d~~-~~ 
binnen deze wikkeling. 

Waar nu bij een goed gedimensionneerde machine deze beide 
laatste grootbeden over bet gebied d er beide wik kelingen slechts 
eene relatief geringe veranderioa oncleraaan vo)O't uíl het voor-o o , ,..., 
gaande dat binueu ie(ler der wikkelingen de krachtstroom, wellw 
afkomstíg is van die wikkeling zelf, sJecbts uiterst weinig znl 
veranderen, en dat we dus als benaderde gemiddelcl e waarde 
van dezen krachtstroom zijne waarde in eE>n der beicle grens· 
vlakken zullen mogen aannemen. 

We mogen dus voor de uitdrukkingen: 
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de volgenrle úena.clerde waardeo invoereu : 

en 

/' , 

(C 1·2'1' t th·2'-1').r(~, l,' l' + Ú trP) Cl ·!! 

1' 2 

waardoor de uitdrukkingen voor de l~kkrachtstroomen over­

gaan in: 

l M f ''s' N ,, = - - , 
1 (e 11 ' ' + 21) r 1 -?·1 .,., 

1 {r,' 
- (e l! 11 t d f/-t•) d l! l 

J' ' - 1' l 
J l. ,. 

l 

B~j invoering van ·r ," en 1·2" gaan d e uitdrukkingeu voor N , 

N , , en N 12 o v er iu: 
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(cb 1·2"1' + ú ?·2"-P) (e 1·1"1> t d ?·1" - 1') l M 
2D 

l (a ?"11' t b ?·1-1•)- (a r2"1• t b r2"- t•) 1 (e r/'' -t d ·r1''-1•) l 
N ,, = 2D M1 

(a 1-2"11 t u· r./-t') 1 (e 1·2'1' t d T 2'-t' )- (e ?"1 " l• t d1·, "-1•) t l M 
'2 D 2 

Hieruit v'olgt voor ele rel uclantie van het restveld de wnarde : 

voor de reluctanties der lekvelden de benadercle waa.rclen : 

Voor de verhoud ingen der reluctanties van de lekveld(m tot de 
reluctantie van het restveld vinclen we bijgevolg : 

It1 a 1·2"1• + ú T 2"-J> 

R lt' r
1
'' t 1) ,., -'')- c·-a-. ,-"-.2...,.,-, -+___,h,_r,_~,"-,·) 

1l2 c r1"1' + d?·1"-t• 

R= (e 1·2 ' P t d r 2' - t•) - (e r 1"t• + d r/'-1') 

Terwijl we voor de bepaling van het restvelcl d e mag neto­
motorische krachten M , en M 1 mogen aannemen als werkende 
in de cylinder· oppervlakken Q = •r/ en !! = 1·2", moeten we ons 
dus, om de verhoudiogen te bepalen van de reluctanties dPr lek­
veld en tot de reluctantie van het restveld, het statorstroomvlak 
verplaatst denken naar de binnenbegrenzing der statorwikkeling, 
respectievelijk het rotorstroomvlak naar de buitenbegrenziog der 
rotorwikkeling. 

Wat betreft de stralen 1·1" en ·r2" kunneo we nog het volgende 
opmerken. 

l 

1 
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\Ve bepaalden dC'ze grootheden mct hehu1p dPt' betrel•k ingen : 

en 

r
i' n ' 

o r'!"1• t b r.,"-''= , 
1 (~ !!'' t 

- r.,-r" 
- - • 1'!) 

Zooals gemakke1\ik va! t in t('l zien, zal r 1" slechts W<'tmg ver-· 
. r'tr 

sch lllen van den gemiddelden straal der statorwikkelin~ 1 1 
. ~ 2 l 

1'2" slcchts weinig van den gemiddelden straal der rotorwikke­
·r 't r lino- 2 2 

o 2 . 

Daar bovendif!n a '.! '' t ó ~~-~· en e!!'' + d!!_,, binnen bet gebied 
d cr wikkelingen slechts eeue r elatief geringe verandering onder­
gaan, zal het voor de "''aarden van : 

en 

s lechts ecn uiterst onbeduidend verschil uitmaken of voor ?'/ 
en 1·2" hunne v.- erkelijke waarden dan we] d<' gemicldelde strall3!1 
der wikkelingcn in rekeniog gebracbt wordc:n. 

'VVe kunnen dus het l'<'St,·eld met ,qroota benacleri11g vast­
stellen door de magnetomotoriscbe krachten cler beide wikke­
lingen geconcentreC'rd aau te nemen in cylindriscbe stroom­
vlakken, wier stralen gelijk zijn aan de gemiddelde stralen der 
wikkelingen. 
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HOOFDSTUK X. 

Ontbinding der stroomverdeeling in de wikkel in gen ee ner 
wisselstroom-machine in roteerend e sinusoidale stroomverdeelingen. 

Van de wikkelingen eener wisselstroom-machin tJ kunuen we 
ons de volgende algemeene voorstelling makeu: 

\Ve denken ons een wikkeling begrenscl door t wee co-nxialo 
cylittder-oppervlakken, en door een aantal vlakkc>n, in fig . 13 
voorgesteld door O A, O B enz., gaande door de as él e r cylind E>r­
oppervlakken , verdeeld in u gelijke at'cl(•cli ngAn, welku zi ch dm: 

. l 2 7r l . d l 1ec er over een hoek (% = - uirst rekken en d ie uer oo r gt• (l"l1· 
n ' 

merkt zijn, dat i11. alle ch-aden eeuer zeLj'de afdeelin.r; síeerls op 
ieder oogen'blik dezelfcle stroomsterkte optreedt. 

W c nemen bovendien aan. dat alle af-
13 deelingen een gelijk a.antal clraclcn bevatten, 
·· en rlat in iedere afdeeling de draden op 

de:>.elfcle wijze. en symmet ri sch ten opzich te 
vao het midden der afdeeling verdeelcl z ~in. 

We cluiden, bij omgang der wikkeling 
naar links, de opvolgende a.fdeelingen aan 
a]s de l o, 2~ enz. n•· afde<>ling, e 11 we 

Fig. l3. meten den hoek e van af llf't midden der 
l e afdeeling, waardoor we ons dus het coordioa.ten-v la.k OX 
gelegcl denken. 

De stroomsterkten, welke op een bepaalcl oogeu hlik optreden 
in de draden der opvolgende wikkelings-afdeé língen, zul lBn "'e 
aanduiden door: 

enz. 'i, 

W e zullen thans vooreerst de werkel~ike st rooming in ele draden 
vervangen door eene meer regelmatig vercleelde strooming over 
de wikkelingsruimte; m. a. w. we zullen eene functie "' invoeren, 
welke zoodanig is, dat we de werkelijke stroorning kunn en ver­
vangen door eene strooming, well;:e binnen een e]ement d O van 
eene wikkelings-afdeeling, waarin de stroomster.kte i heerscht, kan 
worden voorgestelcl door : 

"- t de= Sdo 

l 
l 

J 
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l s ~t het aaotal draden de1· wikkeling zoo voldoet deze functie 
r. blijkbaar aan de conditie: 

f
·> :r 

% d l) = ®[ 

li 

He.bben we te doen met eene gelijlnnatig verspreide wikkeling, 
~oo 1s x bltikbaar eeu constaote, die gelijk is aan het aa.ntal 
draden per hoekeenheid, d us: 

®Z 
%=--

2n 

Bij groefwikkelingeu daarentegcn zal binnen de groeven r. 
eeoe coostante waarde bezitten: 

waarin E de verh0udiog is van groefbreedte tot grootsteek, ter­
w~jl binoen de tanden aan r. de waarde O zal moeten wordeo 
toegekend. 

Om de zaak zoo algemeen mogel~ik op te vatten1 beschouweo 
we r. eenvondig a ls een fnnctic van l) 1 welJre binoen iedera 
wikkeliogs-afdeeling deze.lfde waardenreeks doorloopt, en symme­
trisch is ten opzichte van de middens der afdeelingeo. Zoodra 
we te doen hebbeo met een bepaaldeu vorm der wikkeling1 is 
de functie r. eveueens volkomen bepa.ald. 

D e grootheid 

is bl~jkbaar eveoeens een functie van O, eerstens door bare 
afha.nkelijkheid van r., tweec!ens door hare afhankelijkbeid van 
de stroomsterkte 'i, welke telkens bij overgaog o p oene an dere 
wikkclings-afdeeling eene sprongsgewijze verandering oodergaat. 

We stellen ons nu voor de fuuctie S te sphtseu in een aantal 
vloeiend verloopende fuocties van O 1 en wel door S te ont­
wikkeleo in een F o u r i e r'sche recks: 

S' }ro "" . l r + ,. . ') + }" o (J '- = 2 t ..(:1..1 SlD /J t .1 C0S 0 A 2 Slll ""'0 ll COS e. t enz. 

y rt = oo 

= 
2
° + ~ (X11 sin u, o t Y,, cos •u, u) 

lt=1 

waarin de coêfficienten X en Y bepaald zi;Jn door: 
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!211 ! :! 1t 

X" = : S sin u, A d fl = : x i sin 'l t d d 11 

o o 
en 

Y, = : /
2

; cos n O cl IJ = ! / 2

% ~i cos ·n 11 d u 
o o 

Ieder der beide bovenstaande integralen splitst zich in n 
anclere, betrekking hebbende op de u, afdeelingen cler w ikkeling . 

.Morken we op dat r. bij verandering van o over de opvolgende 
hoeken a, ingenomen door de verschillende nfdeelingen d er 
wikkeling, telkens dezelfde waarclenreeks doorloopt, zoo kunnen 
we het aandeel der s e wikkelings-afdeeling in de integraa l : 

als volgt herleiden : 

J2

x.ni sin 11- fJ ll U 

o 

/

(s.- t ) a+~ ~~ 
i 11 v. sin 'J,t fJ d O = is x. sin u l O 

a v. 
(s -1)a- 2" - '2 

+ (S - l) r.t } d 0 

We houden rekening met de symmetrie der functie v. ten op­
zichte van de middens der wikkelings-afdeelingen door de be­
trekking in te voeren; 

a 

f~ sin u 8 d O = O 
" 

waardoor: 
-2 

!
(S - l ) a+* 

i s v. sin t~ Õ d O = is si n 

(s -1) " :l 
(s- l) n r.t r: cos u O elO . 

• a 

We vinden op deze wijze: 
a 

l s=n ~-
XH =- 1: i., sin (s - l) tt a 

2
: cos tt O d V 

7t s=·t ~ 

l 
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en OVCilZQO: 

l ·~= 11 ;·~ 
.YH = - ~ 'l s cos (S - l) u IX : cos ·u. 8 d O 

,.., s= l _ 

Duiclon we deu algemeenen (u. Cl') term in de ontwikkeling der 
functie S in een Fourier'sche reeks aan door: 

S ,, = X " sin n 8 + Y, cos u 8 

zoo v inden wc bijgevolg : 

L s = n {f 
S11 = ~s~ ·J i ,, COS n l t) - (S - l) 1X ! .l ~ COS ~(. V d 0 

- ~ 

Hiermede is de splitsing der stroomverdeeling in sinusoidale 
componenten uitgevoerd . 

De invloed van den vorm der wikkeling wordt blijkbaa.r 
uitgeclrukt door de evenredigheid der u.'~ sinusoidale componente 
met de integraal: 

~ cos ·u O dd 

- :r 
welke voor een gegeven wikkeUngsvorm onmjddel1ijk bepaald 
kan worden. 

Om d en in vloed v an de verdeeling d er stroomen over de 
verschillende afdeelingen der wikkeling na te gaan hebben we 
ele sommatie uit. te voeren : 

s= n 
~ i 8 cos ·U, j 6 - {S - J ) .X l 

waarmee we ons thans zullen bezighouden. 
We nemen aan, dat in df! verschillende afdeelingen wissel­

stroomen optreden van gelijke sterkte en golfvorm, en dat in 
iedere volgeude afdeeling de stroom in phase efln boek P IX 

ac.hterblijft bij deu stroom in de voorgaande afdeeling. 
Aangezien n p a= 2 n p een veelvoud moet zijn van ~ n, stelt 

p een gehee] getal voor. 
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De conditie, geldencle voor het geval, dat a.an eene 2p-polige 
wikkeling f-pbasige wisselstroom wordt toegevoerd : 

n. 
p=-2f 

]aten we voo?"loo1Jig buiten beschouwing. 

Duiclen we de effectieve waard en der harmoni5che compo· 
nenten van den wisselstroom aan door : 

I 1 I 2 enz. Iq 

zoo kunnen we voor den stroom i 1 in de eerste wikkelings­
afdeeling eene uitt.l rukking opstellen van den vorm : 

i 1 = I1 l/2 cos (e.; t - 01 ) + I 2 V 2 cos 2 (cv t - 02) + enz. 

waarbij we dus voorloopig afzien van het feit, clat bij de prac­
tisch gebruikel~jke wisst1lstroomen ele componenten ·van even 
oràe ontbreken. 

De uitdrukkingen voor de oogenblikke lijke waardeu ten t~id e 
t der st.roomen in de opvolgende afdeelingen zijn dan : 

q=oo 

i 1 = L lq V2 cos q j cv t - Oq l 
q=·l 

q=<» 

i 2 = L Iq V2 cos q l "' t - Oq - p a f 
q=l 

en z. 
'1=<» 

i e = L Iq V 2 cos q { c.; t - Oq - (s - l ) p a } 
q= l 

W e hebben dus te bepalen : 

s= n 

L i 8 cos 'tt { {) -(s- l)a l 
>'= l 

S = ll 

I, V2 L cos q l cv t - ~lq - (s-l) p a l cos 'U l O - (s - J ) a l 
S=1 

=~V2 
2 

+ _!_ V2 
2 

~= u 

L cos \ q(c.Jt-O,)-u(1-(s-l)(pq-u)a } 
s = I 

q=c<~ s = n 

1: L, L cos l q (cv t - 011) t u() - (s-l) (p q + u.) a l 
q = l s = I 
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Na invoering van bovenstaande uitdrukking, splitst zich Su in 
Z termen, waarvan de eerste gelijk is aan: 

" v~ !'l q=» s = n 
~ 11 • : e os 71 IJ d u,,; 'l L1 s ~·t e os j q (e.; t - Oq) - u. O - (s - J ) (p q - u) a 1 

:! 

terwiil de tweede verkreo-en wordt door in deze uitdrukkin~r 11 ' o '' 
te vervangen door - ~"· 

Voor u = O w orden bei de termen aan elkaar gelijk, en d us 

iecler voor zich geJ~ik aan den eersten term ~ Y0 del' F o u r i e r-
"' 

sche reeks, waarin we S ontwikkeld hebben . 
Beschouwen we dus 'U niet meer als 1·angcijfer der termen 

van een F o u J' i e r'schc reeks, doch eenvoudig a ls een cijier, 
dat a lle geheele waarden doorloopt van - oo tot + oo, zoo 
vinden we: 

" ' V2 e• = + "' ~ q=oo s =n 

,) = 2 n tt='J:,- "'J = COS 'Lt tJ d 8 11 ~ 1 
1,1 s~ 

1
COS \ q(c~t - ~)q) - H 8-(s-l)(p q-u) .x f 

- 2 

Omtrent de iu deze uitdru.klcing optredende som naar s valt 
op te merkeu, dat deze zich uitstrekt over de cosinussen van n 
lweken, waarvan twee opvolgende telkens (p q -u) a verschillen. 
Nemeo we ou in aanmerking dat : 

n (p"q- u) x= (p q- 'lt) 2 ~~ 

if';, en d us, daar p , q en 'l.t geheele getallen zijn, deze waarde óf=O, 
M eeu veelvoud van 2 n is, zoo blijkt dat in het algemeen deze 
sommatie naar s de waarde O oplevert. 

Slechts voor het geval d at: 

pq -·u 
(}J q - li) .;<. = 2 71 

11 

zelf hetzij =O, hetzij een veelvoud van 2 n 1s, wordcn alle 
cosinussen onder het 2:-teeken aan elkaar gelijk, en wordt hunne 
som bijgevolg: 

n cos 1 q (cu t - o,,) - u. (J l ' 
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De conditie, waaraan bierbij volrlaan moet zijn 1 1s blijkbaar 

dat P q-..3!:_ 
1 

en d us ook u-p q 
1 

ôf =O, óf een geheel positieí 
n n 

of negatief getal is. Duiden we di t · getal aan door .1; , zoo 
gaat deze conditie over 1n · 

u=pqtxn. 

De termen, waaruit de ontwikkeling van S is samengesteld, 
zijn dus ten slotte Of = O, óf, mits ~" aan de bovenstaancle 
betrekking voldoet, van d en vorm: 

ni" V2 ;·-r S ,UI = . % COS 1.4 fJ d 8 • COS ~ g_ ( Cv t - f1r1) - U 0 \ 
Zn a 

-z-
welke b~j invoering der wikkelingsconstanten: 

a 

2 n r-:! K,. = n m % cos u e d tJ *) 
. " 

overgaat m: 

Bl~jkbaar stelt deze uitdrukking, alnaarmate 1.1. positief of 
negatief is, eene ± 2 u-polige sinusoidale stroomverdeeling voor, 

q (J) 
roteerende met de hoeksnelheid 

'U. 

Stellen we ons thans voor de magnetomotorische kracht, 
opgeleverd door deze stroomverdeeling in groolte en stand te 
bepalen. 

De componente M1 dezer magnetomotorische kracht naar eene 

*) De definitie der wikkelingsconstanten Ku is zoodanig gekozen, dat 
zij voor u= 1', das, zooals nader blijken zal, voor ht:t hoofdveld eener 
electri:;che maehine, identisch zijn met de door Bl o n u e l ingevoerde 
,Coefficient:; d'utilisation des a-mpere·tours", door hem eveneens aangedtlid 
met de letter K. (,.Ben.ucoup d'auteurs négligent h tort ces coefficients 
qui sont cependant indispensa.bles". A. B J o n d e l. L' Éclait·age h:tectl'ique 
28 Nov. 1903). 
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richting IJ1 1s bepaald door: 

Alnaarmate we te doen hebben met eene positieve ofnegatieve 
waarde v an u, bereih--t de eomponente J.l!I1 hare ma:rimale waarcie : 

2rrK11 ~Iq V2 ± ----~--~---
'() 

indien de richting 81 zoodanig gekozen wordt dat voldaan is aan : 

sin !q(wt - Oq) - nll1 \ = ± 1. 

o f 

q ((v t - 01) - 1t 81 = ± ; 

Indieu we dus de magnetomotorisohe kracht, opgeleverd door 
d e stroom verdeeling Suq, voorstellen do o r eenen vector M 11q zoo 
zullen we aan dezen vector eene richting moeten toekennen, 
overeenkomende met eAn der beide richtingeo, welke door boven­
staande betrekking bepaald zijn. Kiezen we hiervoor de ricbting, 
overeenkomende met het + teeken, zoo zullen we eveneens aan 
de mtdrukking voor de scalaire waarde 1l111q der magnetomotorische 
kracht het + teeken moeten toekennen, zoodat dus, onafbankelijk 
v an het teeken van 'lt, de betrekking geldt : 

l! _ 2 rr K,, v<. I , f/2 
~ , ,, - 11 

Denken w e ons thans eeu eenheidsvector m uq , welke eene 
nenparige rotatiebeweging uitvoert, overeenkomende met die, 
welke wordt voorgesteld door de vergelijking: 

·u, l) = q (e<~ t - €1q) - : 
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zoo kunnen we de magnetomotorische kracht cler slroomver­
deelingscomponente s,,q voorstellen door den roteerenden vcctor: 

M 
2 n K,~ €>t. Iq V2-u, = llln'l 

1( 

Aangezien met iedere waarde van q een oneindig aaotal 
zoowel positieve als negatieve waardeo van ~t ovoreenkomen, 
levert iedere harmonische componente I 11 van den wisselstroom 
een oneindig (umtal zoowel t·inks als 1·echts 1·otee1·eude mayne­
tomotO?·ische k1·achten op. 

Uit de uitdrukkiog voor de rotatiesnelheid: 

qc.; 
~() = -

'll 

volgt, dat cleze vo.or de magoetomotorische krachten, opgeleverd 
do01· eene úepaalde ha?·monische componente cleT st?·oom.<;terkte, 
omgekeerd evenredig is met het aantal poolparen, clat gelijk is 
aan de absolute waarde van 1.1,. Het product van rotatiesoelheid 
en aantal poolparen w~jst b~igevolg oomiddellijk de harmonischo 
componente aan, waarb~i eene bepaalde reeks magnetomotorische 
krachten behoort. 

Voor roteerencle wikke1ingen, \Vaarvan de vercleeling Ü1 af­
deeliugen in de wikkeliug zelf tot stand gebracht is, zooals het 
geval is b~i sleepring- en bij kortsluitankers, is hi erb\i natuur!Uk 
in aanmerking te nemeu, clat w de reiatieve hoeksnelheid der 
magnetomotorische krachteo ten opzichte der wikkeling voorstelt. 

Gaao we thaos na welke magoetomotorische krachten bij de 
practisch gebruikelij ke wikkeliogen zullen optreden. 

Indien we te doeo hebbeo met eene 2p-polige f-phasige 
wikkeling, zoo is het aantal wikkelings-afdeeliogeo bepaald door : 

n=2pf 

lo het algemeen zal 1.1, eene reeks waarden kunuen aannemen, 
bepaald door: 

~t=prt+xn 

welke betrekking na invoeriog der boveostaaode waarde van n 
overgaat in : 

u = p(fJ. t 2xl) 
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~ em~n we thans nog i o aanmerking, dn.t b g de practisch ge­
brntlwl~Ike wiss&lstr oomen slechts harmonischen van oneven orde 
oplrl'clen, zoo hlijkt d at q t 2 .r f steeds een ooeveo getal voor­
stclt, en dnt dus slechts magoetomotoriscbe krachlen zullen 
optreden. waarvan het aanta l poolparen ± 'U gel ij k is aan een 
omnwn at~utnl mal en het aantal pool pareo p d er wikkeliog. ''') 

lli er u it ,·olgt in ele eerste plnats rl at. bij de prn.ctisch gebrui­
ke lijko wik kelingen de waa rde u.= O niet ka.n optn~clen . 

Met deze waarde n= O zou overeenkomen eeo van () onaf­
ha nke lijke, en rlus eenpw·ig over de wilckelinysnümte vercleelde 
o l o~;t.ri:-;chu strooming, welk(' zou aan leiding geven tot het optreden 
VMI cen , logarithmisch" magnetiscb veld, bestaande uit cü·kel­
oonni,qe krachtlijnen, wier micld elpunten gelegAn zijn op de as 
d er w i kkeling. r u de hoofdstukken III en IV hebben wij aan­
getooud da.t een dergelijk logaritbmiscb velcl geene bijdrage kan 
lover en tot de energie -verplaatsinp: in het entrefer en tot het 
krachtskoppnl eener electrische machine; thans blijkt bovendien, 
dat bij de practisch gebruikelijke machines dit logarithmische 

veld niet kan optreden. 
De met eene bepaalde waa.rde van q overeenkomeode waarden 

Vt\11 u vonneu eene rekeokundige reeks, waar van eeo der termen 
gel~jk is aan pq en het verschil gelijk is aan 2pf. Hieruit 
volgt, da.t cen aan tal waaréien vao q, welke eene rekenkuudige 
reeks vormen m d het verschi l '2 f, dezel fde waardeoreeks v an 'll 
oplever eu. Indieu we dus onder a verstaan eeo oueve11 po:;itiej' 
geta.t, dat we kleiner onclerstellen dan f, zoo leveren de ha r­

monische componenten, bepaald door: 

q = a a + 2 f a + .J. f enz. 

*) liicrbij is vooropgesteld, dat de stroom iu de wikkcling perindiek verllll­
dcrt. \\'e :.mllen in eeu volgend hoofdstuk ao.ntooneu, do.t a an deze voorwaarde 
in het nlgemeen niet voldaan is bij de stroomen, optredt'nde in de wikkelingen 
Vtlll motoren met kortsluit- of sleepriuganker. Is bij een dergelijken motor 
uo stator r,-phn.::tig, de rotor (2-pbasig gewikkeld, zoo vinden we voor de q• 
hat·rnonische det· spanning de volgende uitdrukking YOOr 11: 

11 =P (q + 2 .•. r, + 2 11 r.> 
Wt\tuin .•. eu !l geheele getallen voorstellen, en waaruit dus weer, nangezien 
q steed:; oneven is, volgt dat 1t gelijk is aau een oneven anntnl n1ulen JJ. 



a llo dezelfde waardenreeks voor tl op, ni.: 

u = p a p (a+ '2 n p (a ++f) enz. 

p(a-2!) p(a-4/) cnz. 

van welke reeks we de termen als volgt rangschikken : 

'/t= p a p (a - 2 f) p (n t '2 /) p (<t -· 4_ n '/) (fl t~/) l'IIZ. 

waarvan de eerste term positief is, terw ~j l de volgende a.fwií'­
selend negatief en positief ztjn. 

Indien twee waardeo van 'lt welke behoon~u tot twee ver­
' schillende reeksen, gelijk en tegeogesteld zijn, zoo .is i<·dere lerm 

d er eene reeks gel~jk en tegengesteld aan een tArm d er andera t·eeks. 
Merken we nu op, dat een der waarden van u, overeen­

komende met q = 2 f_ a, gelijk is aan p (2 f- a), d us gel~jk 
en tegengesteld met den term p (a-~ f) der uoven opgestelde 
waardenreeks van u, zoo volgt hieruit, dat de harmonische com­
ponenten, bepaald door: 

q = 2f- a 4 f- a 6f - ({ onz. 

deze zelfde waardenreeks van tt oplevcren, doch mc•/ omr;ekeerde 
teekens. 

Voor het geval dat f oneven is, hebben we het b~jzondere 
geval te beschouwen: a= f, waarvoor de beide boven behandelde 
reeksen voor q overgaan in : 

q = f 3f o · - j' en z. 

waarbij dan de volgende waardenreeks voor 'u geldt : 

·n= ± pf ± 3pf ± õpj' en z. 

We hebben dus te doen met t ·wee (Utn twee r;elijk eu tegen­
gesteLcle 'IUaw·clen van n; m. a. w. ieder d er h i er beschou w de 
harmonische componenten dl:lr stroomsterkte Jevert eene reeks 
rechtsd raaiende en eene reeks línksdraaiende roagnetomotorische 
krachten o p, welke bei de reeksen, afgezien UCl'll hei uersclt il h1 
d?·aaiiugsricltting uolkomen identisch zijn. 

In het geval van een eenpltasen-systeem omvat d e boven­
staande reeks al/e mogelijke waarden van q, en leveren dus al/e 
harmonische componenten der stroomsterktc oene rel:ll<s magneto­
motorische krachten op, welke beboudens hun verschil in draaiings-

1 
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richtiug twee aan twee gelijk zijn. Slechts in deze eigenschap 
ligt het kar·akteristieke ver:;chíl tusschen één- en meerphasige 
systemen. 

Passen we thans de boven verkregen uitkomsten toe op de 
practisch gebrui ke! ij ke stroomsystemen. 

Bij een eeNzJha::;en-systeem zullen bl~jkbaar, onafhankelijk van 
fJ., steeds de volgende waarden van u optreden: 

u = ±p ± 3p ± õp en z. 

Do reeksen magnetomotorische krachten, . opgeleverd door de 
verschillende barmonische componentcn, verschillen dus niet 
wat betreft huu aantal poolparen. .Aangezien nu de waarde 
eener bepaalde componente der magnetomotorische kracht slechts 
afhangt van •u, en van Iq zullen de overcenkomstige magneto­
motorische krachteu in deze reeksen zich verhouden a ls de 
waarden der barmonische comp onenten, waarvan zij a.fkomstig ztjn. 

De rotatiesnelheden der verschillende reeksen magnetomotorische 
krachten zijn blijkbaar: 

voor ele eerste harmonische componente der stroomsterkte : 

(t) 

W=± ± 
p 

± 
(t) 

- enz. 
5p 

voor ele derde harmouische componente: 

en z. 

{t) 

'W =±3 -
p 

(t) 

±3-3p 
(t) 

± 3 -_- enz. 
o p 

voor de qe harmonische componente : 

{t) 

W=±q ­
p 

(t) 

±q-
3p 

{t) 

± q -_- enz. 
o p 

Bij een tweephasen-systeem zullen de verschillende harmonisch.e 
comp onenten der stroomsterkte de volgende waardenreeksen van 
u opleveren: 

voor de J e, 5c, 9 o enz. componente is: 

·n = p - 3 p 5 p - 7 p en z. 

voor õe 3 o , 7 e enz. componente is daarentegen: 

·u, = -p 3 p - 5 p 7 p enz. 
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Evenals bij een éénphasen-systeem lever t dus iedct· der ltaJ·­
monische componenten eene reeks magnetomolorische krnchlen op 
met gelijke aantallen poolparen; de overeenkomstige magnctomo­
torische krachten in deze reeksen zullen zich rlus we0r vcrhouclen 
als de waarden der harmoniscbe componenteu , waarvan z~j af­
komstig z~in-

Magnetomotorische krachten, welke slecltls i11 drrmiill.tJsrichliii!J 
verschillen, doch overigens gelijk zijn, kun nen b! ijJclmar ni ei 
optreden ! 

D e rotatiesnelheden voor de verschillende reckson mu.gnoto­
motorische krachten zijn blijkbaar: 

voor de eerste harmonische componente : 

W= 
(J) 

p õp 

voor de derde harmonische componente: 

(V 

W=-3 -
p 

-3 (J) 

5p 
en z. 

voor de qe harmonische componente : 

en z. 

en z. 

(J) 

w= ± q ­
P 

(J) 

+ q
5

- enz. - p 

waarin het bovenste of het onderste teeken gelclt., alnaarmate q 
behoort tot de r eeks 1, 5, 9 enz. dan wel tot de reeks 3, 7 , 1J enz. 

Bij een fl?·iephasen -s:ysteem vinden we voor ·n ele vo lgende 
waardenreeksen : 

voor de 1 ~, 7 o, 13° enz. harmonische componen te : 
1t= p - 5p 7p - llp en z. 

voor de 5 o 11 o 17 o enz. harmonische componente : 
n= - p Õp - 7 p llp en z. 

voor de 3 °, 9 o, 15 ° enz. harmoniscbe componentc : 
u=±3z; ± 9p ± l i'>p en z. 

De hierbtj behoorende rotatiesnelheden zijn: 

voor de eerste harmonische componente : 

p 5p 7p tl p en z. 
.. , e.; 

W= 
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voor ele v~ifdo harmouisohe compoocute : 

- (·) ~~ ·" (t) 
ll' = -:) - 5-_- - õ - :1 - - l' O Z. 

p b p 7p li p 

voor de> zevendo harmoniscbe componente : 

'lV = 
,.., {t) 

- 7 !:!.._ ( -
p 5p 

7..:::._ 
7p 

-7 ...!!.__ 
llp 

en z . 

voor do ') " harmonische com ponente, ioclien en a lo nar­
mate fj behoort tot ecn cler beide reeksen l 1 7 1 13 enz. en 
f> , l l , l 7 cnz. ; 

w 
'IC = ± ') -

l l 
Cti 

± (/ -
'J(p 

en z 

Voor deze componenten der ma.gnetomotorische kracht gelden 
dus dezelfde opmerkingen als bij een bveephasen-systeem. 

Daarentegen is voor waarden van q der reeks : 3, 9, 15 enz : 

w = ± q ;~ ± q 9~ ± q 1 ~c)p enz. 

De Jaa.gnctomotorische krachten, opgeleverd cloor de 3 \)' 9 °, 
15 ° euz. harmonische componenten v an P.en driephasen-systeem, 
bezitten dus de eigenschap

1 
welke ai!Jemeen geldt voor een 

eenphasen-systeem, ni clat zij twee aan twee, behoudens hun 
verschil in draaiingsrichti ng. aa.n elkaar gelijk zijn. 

Als g rensgeval hobben we te bescbouwen een oo-phasig-systeem, 
waa.r·voo1· met uitzondering der wo.arden : 

n =p q 

de waarden van u oneindig g root worden. 

A angczien nu voor 'l" = oo 

M = O 

en w = O 

kunnen we deze oneindig groote waarden buiten bescbouwing 
laten. 

B~j een OO· phasig-systeem levert bijgevolg iedere barmonische 
componente der stroomsterkte één roteerende sinusoidale magne­
tomotorische kracht op. 
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Uit : • 

volgt voor dit geval : 
(!) 

w= -
p 

d us: alle sinusoidale componeoten der stroomverdeeling roteereu 
met dezelfde hoeksnelheid: de totalc stroomvcnleeli llfl is du.-; 
zelf 1·oteerend. 

Ten einde ons tbans een volledig beeld te l<Unneo vormen 
van de roteerende magnetomotorische krachten, welke b~i electrische 
machines optreden, hebben we oog de wikkelingsconstanten K a 
te bepalen. 

ln een volgend boofdstuk zull eo we deze bepaling uitvoeren 
voor het geval eener groefwikkeling, waarvan de gelijkmatig 
verdeelde wikkeling als grensgeval kan beschouwd worden. 

Alvorens hiertoe over te gaan zullen we echter aantoonen dat 
deze zelfde constanten Ku nog in eeu aoder opzicht een bclang­
rijke rol spelen in de theorie der electrische machines. 

1 

l 
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HOOFDSTUK XI. 

Electromotorische krachten, geinduceerd door een roteerend 
sinus oidaal magn etisch veld. 

ZU binnen een 'vikkelingsruimtc de gemiddelde waarde van een 
rotcerenden 2tt-poligen sinusoidalen krachtstroom gegeven door: 

N = n 1V 

waarin n een eenheidsvector voorstelt, welke de rotatiebeweging 
uitvoert, overeenkomende met die, welke beschreven wordt door 
de vergelUkiog: 

tJ = tJ0 + w t . 
I n een draad, waarvan de ligging bepaald is door den hoek B, 

is dan de gei:nduceorde electro~otorische kracht ten tijde t : 

U IC 
e = - - JV cos lt ( 8 - 00 - w t) 

2 

Hieruit volgt onmiddellijk ~oor de totale electromotorische 
kracht, geinduceerd in de s o wikkelingsafdeeling : 

" 

r
(s - ·l ) tt + -

li /() ~ 
&s = ~ 1\T cos 'lt (O - 80 - 'W t) ~ d 8 • 

. " 
(S -'l) "- 2 

of, m aanmerking nemende dat : 

" J: sin 'U (J cl li = O 

" 
&s= n_-w N cos u j w t+ rJ0 - (s-l) ~ J/2

" cos u tJ d d 
2 l « 

welke uitdrukking bij invoering der wikkelingsconstante Ku over­
gaat in: 
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n U 11' K €>l. . .V l 
&8 = " cos 'll ! 1v t t 110 - (s - l) u 

4n 

Deze uitdrukking levert ons dus de waarcle cler electromotori­
sche krachten, door een roteerencl veld ge'índuceerd in eene .e;/ il­
stactnde wikkeling. 

B~i roteerende wikkelingeo hebbeo wij twee gevall en te oncler­
scbeiden, ni. dat de wikkelings·afdeetin!len aan do rotatie deel­
neroen, en dat de wikkeliogsafdeeliogen eeo vaslen stancl in de 
ruimte blijven innemen. 

In het eerste geval doeu we het eenvoudigst cloor de rolatiove 
beweging met de hoeksoelheid w' te beschouwen vn.n het veld 
ten opzichte cler wíkkeling . We vincleu dan onmidclell~ik: 

.,., 'U w' K, €>t J.V , 
&s = - 4 n -- cos 11 l ?r t t o0 - (s - l ) a l 

De beweging van den rotor verandert dus de waat·de der ge­
inducecrde electromotorische kracht en van hare frequent ie beide 
in de verhouding w' : w . 

In het tweede geval merken we op, dat voor een draad, waar­
van de ligging len tijde t bepaald ís door den boek fJ, de ge'in­
duceerde electromotorische kracbt op da t oogenblik bedraagt.: 

11 tr' 
e = er- N cos u (11 - U0 - w t) 

<J 

zoodat de íntegratie over de s " wikkelingsafdeeling oplevert: 

n 1(., t('' Ku ~ N 
&6 = 

4 
n cos u l te t t 110 - (s - 1) a } 

De beweging van clen rotor verandert bijgevolg ele waarde der 
electromotorische kracht in de verhoucling w ' : w, doch laat hare 
frequentie ongewijzigd. 

We kunnen thans omgekeerd de vraag stellen, het magnetisch 
veld te bepalen, dat in eeo gegeven wikkeling een bepaald 
systeem electromotorische krachten induceert. 

Indien het phaseverschil tusschen de electromotorische krachten 
in de opvoJgende wikkelingsafdeelingen p a bedraagt, zoo kunnen 
we alo-emeen de electromotoriscbe kracht in de s() afdeeling 

b 

voorstellen door : l 
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<r= w 
&.< = ~ E 1 1/2 cos q l w t - 1/'q - (s - l ) p x l .,, .. 

Aangezien ieder roteerencl sinusoidaal veld eene harmonische 
electromotorische kracbt induceert, kunnen we de bepaling der 
velden uitvoeren voor ieder de1· ha.rmonische componenten : 

Ssq = .E11 V 2 cos q l e.: l- 1/iq - (s - l) p a } 

afzonderl ij k. 
Nemen we nu voor een oogenblik aan, dat inderdaad deze 

componente der electroruotorische kracbt ge'induceerd wordt door 
ééu roteerend sinusoiclaal veld , zoo zou dit veld volkomen bepaald 
moeten zijn door de betrekking : 

,., 11 wK11 €ll.. 1V 

4 
cos ·u l w t + 00 - (s - l ) a l 

'li 

= Eq V2 cos q l cc1 t - 1/iq - (s- l ) p a ! 
waa1·ui t volgen zou : 

iV = J nE, VI 
7r u 11' Ku vi 

?.i 'IV=± q cv 

lf = ±(P q + :7: 2xn) = ± (p q + a; n) 

waarin . 1· eeu willekewrig positief of negatief geheel getal is ; 
m. a. w. we vioden dat het nwgnetisch velrl door de te •i?l(lu­
cem·ell elect7·o·nwio1'ische k1·acld uiet bepaaül is l 

leder 2·n·polig veld, waarvoor u aa.u boveostaande conditie 
voldoet, zal, roteerend met de hoeksoelheid : 

q e,; 
·w=± --·u 

ju de wikkeling electromotorische k.rachten induceeren , welke in 
frequentie en verscbil in phase tusscben de opvolgende wikke­
lings-afdeelingen met het systeem Eq overeenkomen. 

I n het algemeen zullen we dus moeten aa,nnemen dat al deze 
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velden hunne bijclrage zullen leveren m de inductie va.n dit 
systeero electromotorische krachten. 

We zullen thans met u, niet langer algemeeo aanduiden het 
aantal poolparen vao een bepaald veld, doch overeenkomstig de 
beteekenis; die we in het vorige hoofdstuk aan 'lt hebben tocgc­
kend zullen we onder u eenvoudig verstaan een geheel positief 

l 

of oegatief getal, voldoende aa.n de conditie: 

l( =p q +x 11. 

De electromotoriscbe krachten : 

&8q = E 1 V2 cos q l ,.; t- l/lq- (s- l) p a l 
we1ke door het ± 2 u-polige veld 

N = u N 

ge'induceerd worden, zijn dan bepaald door : 

E V2 = ± ~'u w K,.~ N 
q -!n 

q_w= 'UW 

q lJiq = - · 'tt O o 

waarin het + of - teeken in ele nitdrukking voor E'l 1/2 geldt 
alnaarmate u positief of negatief is. 

We mer ken thans op, dai:. de reeks roteerende velden, welke 
in eene wikkeling eene bepaalde harmoniRche componente der 
electromotorische kracht induceer8n1 zoowel in aantal poolparen 
als in omwentelingssnelbeid overeenstemmen met de reeks rotee­
rende magnetomotorische krachten, opgeleverd door de overeen­
komstige harmonische componente der stroomsterkte in clezelfde 
wikkeling. 

Dit geldt blijkbaar zoowel voor roteerende als voor stilstal3.nde 
wikkelingen. Ter wijl echter de reeks magnetomotorische krachten, 
zoo~el in grootte als op ieder oogenblik in stand, volkomen 
bepaald zijn door grootte en pbase van ele harmonische compo­
nepte der stroomsterkte, is dit niet het geval met ele reeks 
roteerende velden in verband met de te induceeren componeote 
der electromotorische kracht. 

Duiden we den ± 2 u-poligen krachtstroom
1 

welke medewerkt 
aan de incluctie van de qn harmoniscbe componente cler electro-

l 
; 
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motorisclw kracht ~t~tn door: 

N uq = lluq N.,q 

wa.arin n ,"' een eeuheidsvector voorste1t, welke de rotatiebewe­
giog uitvoert, nvereenkomt•nde mAt die, welke ten opzicbte der 
wikkP-lings-afdeeliugen w01·dt voorgesteld door de vergelijking: 

lili = q (co~ t- 1/'uq) 

zoo gnldt de bet.rekking: 

.Eq V2 cos q l cv t - 1/'q - (s - l ) p a l 
71 ~n. "=+oe 

= - ~ ± n w' K,, JV,u1 cos q l e,; t- 1/11111 - (s- l) p a J 
4-n u = -oc 

waa.rbij de somma.tie in het tweede lid uit te strekken is over alle 
waarden vao u, behoorende bij de beschouwde waarde van q. 

De hoeksoelheid w' is de Telatieve hoeksoelbeid vao den kracht­
stroom teo opzicbte van de wikkeling. Voor stilstaaude wikke­
lingeu, eo voor wikkeliogeo, waarbij de afdeeliogeo de rotatie 
mede uitvoereo, is dus: 

q '" u•' = - -u 

Daarentegeo is voor roteerende wikkelingen, waarbij de afdee­
liogen een vasten stand bl~jven iunemen : 

, q cv 
·w = - - -wo 

11 

waarin w
0 

de hoeksnelheid van den rotor voorstelt. 
De bovcnstaande betrekkiug splitst zícb in de beide volgende : 

r..- u= +:r 
11 :;.~t. 'K N . 

1!-~1 sin q tpq = V ~ ± n w "J "'' Slll (j tpuq 
.~ :2 n u = -ar: 

e u 
~- •t = +« 

E cos n"' - n L ~ ± tt ·w' K, JV"I/ cos q 1/' llq 
q . :J. r 'l - .J v~ '}/, " = - <C 

welke ecluer de rotee1·ende krachtstroomen als functies der te 
induceeren electromotorische kracht niet bepalen. 
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HOOFDSTUK Xll. 

Energie-overbrenging tusschen de wikkelingen eener 
w isselstroom-machine. 

Zij voor de s e afdeeling ecner wikkeling de door ele roteerende 
velden ge'induceerde electromotorische kracht: 

q = xo 

&"' = L. E,1 V2 cos q l w t- 1p q - (s - l) p a l 
Q= ·l 

de m deze afdeeling optredende stroomsterkte : 
CJ=X 

-is = L. L, V2 cos q 1 w t - o,, - (s - l) p a } 
q=1 

De gemiddelde waarde van het door de wikkeling afgegeven 
electrische vermogen bedraagt dan ; 

q=:r. 

U = n L. E 11 I q cos q (~),1 - (/lq) . 
(J = l 

Voor het aandeel der qo Larmoniscbe componenten in dit ver­
mogen vinden we dus : 

U q = n E q I q cos q (~)q - 1/'cz). 

Voeren we thans de in hoofdstuk Xl gevonden betrekkingen in: 
~ ~<= -t- x 

E q sin q "/lq = ~~ L. ± ·u ·w' K,~ JV ,,q sin q '1' 114 4 ~ n tt=-oo 

n €>(. t t = +<e 
E~, cos q <!'q = V L. ± ~"w' K 11 1V,"1 cos q ~~~~~~~ 

4 ~"" ·~= - <r. 
zoo gaat de uitdrukking voor Uq over in: 

€>'<:. I u=+ x 
Uq = 11: V· 'l L ± 'U w' K , N uq cos q (Oq - tJ1 1cq) 

4 2 tt= - oo 

We voeren thans weer ter voorstelling van de magnetomoto­
rische krachten, opgeleverd door I q , en van de krachtstroomen , 
welke E', induceereo, de vectoren in : 

M ~n K,, ~Iq V2 
uq = lUtcq -- -­

ll 
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waarhij we opmerken dat voor beide g rootheden dezelfde waar­
denreeks voor u geldt . 

De beweging clezer beide vectoren komt overeen met die, 
wel ke word t voorgesteld door de vergelijkingen : 

u () = q (wt -Oq)- ; 

en 
ll O = (j (:.: f - 1!' 11q) 

waarnit bl~ikt, dat het mag netisch standsverschil van N u11 ten 
opzichtH v an M 11111 alnaarrnate u positief of negatief is, bedraagt : 

Hieruit volgt. : 

[M N J 
2 11 K, ~z ! 11 1/2 r ) 

•tq tH{ = ± /.: - ]\ IIQ COS (j (Oq- 4/'uq 
/{ 

zoodat. we de uitdrukking voor Uq als volg t kunnen schrijven : 

of bij invoering van den vector: 

~~= + «> -l( 'l. "\V ' 

U,,= lt=J:.- "" ~ [ M uq N uq] 

W e zullen thans het vermoo-en bepalen dat door de wikkeliog 
b l 

in de omringende r uimte wordt uitgestraald. In hoofdstuk III 
vooden we voor de enero-iestrooming in binnenwaartsche richting 

b . 

door een cylinder-opper vla.k, gelegen binoen eene zone, wa.ann 
een met de hoeksnelheid "' roteerend 2p-po1ig siousoidaal veld 
optreedt, waarvoor we de krachtstroomen der enkelvoudige com­
ponenten aanduiden met N 1 en N 2 : 

lV = p
2 

w [ N N J 
'cl!lt 2 1 

De 1n boof&stuk VU afgeleide betrekking: 

l) ~t [ N 2 N 1]- ~l [ N 2' N .1'] =[N M ] 
/J- fl 

10 

l 
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bepaalt de toename van .!... [ N 2 N 1] bij overgang van de buiten -
f/., 

zijde naar de binoenzijde van een stroomvlak. Deze zclfcle uit­
drukking geldt dus zoncler meer voor eene wikkeling, mils we 
s1echts onder N verstaan den ,gemiddelden" krachtstroom hinncn 

de wikkelingsruimte. 
Er volgt onmidclellijk uit voor de toename der energieslroo­

ming, d. w. z. 1;oo1· l1ei door r/e wik/.:ali11fJ ait.qestraaldf' eleclm­
maqnetisclt vennogen : 

W= 11"- l,V' 
•) 

=7r~[NM] 
lo 

Treden meerdere velden op met verschillend aantal poolparen 
± u, en verschill ende omwentelingssnelheid, zoo verkr\jgen we 
de gemiddelde waarde der totale energiestrooming als de soro 
d er energiestroomingen, welke zoudcu optreden onder d en in v loed 
van ieder der roteercod e sinusoidale ve1den afzonc!erl\ik. 

Voor het aandeel d er q 0 harmoniscbe componenten v an stroom­
sterkte en electromotorische kJ:acht in de energie-uitstra lin g d er 
wikkeliog vinden we b~igevolg: 

Op volkomen dozelfde wijze leidco we uit de in hoofdstuk IV 
gevonden uitdrukking voor het koppel, opgeleverd door een sinu­
soidaal veld, met behulp der l>ovengl'noemdc betrekking de vol­
gende uitdrukking af voor het aandecl der qo hn-rmonische com­
ponenton in hot op ele wikkeling uitgeoefcnde koppel ·. 

Duiden we de rotatiesnelheid der wikkcling aan door w 0 1 zoo 
volgt hieruit voor het aandeel der q o harmonische componenten 
in den afgegeven mechanischen arbeid : 
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n a.ar llll 

1.V = '\V' t '\VQ 

viudeu \H3 len slottn : 

U,, + W .1 + K qw (1 =O 

li l'l• ben we t1~ doeu met eene sinusoidale electromotorische 
kracht en (~e ne siuusoidale stroomsterkte zoo zeot boveostaaude l o 

fon n ul e a ll een, dat de som vao het electrische roao-oetische en 
' "' rn echanische ven:nogell, geleverd cloor de wikkeling, =O is. De 

formu le is cl au d e uitdrukking der wet van het behoud van 
arbcid ::w ermogen, toegepast op de wikkeliug eener electrischc 
maclline, ou spreekt dus van zelf! 

W at ech ter, al s niet van zelf sprekend, uit de formule volgt 
i;:; , d u. t h ~j n iet süwsoicl a.le l'lectt·otn otorische kn:wh t e u stroom­
stl'rkte d e wet vau het behoud va n arbeidsvermogen mag worcleu 
toogepas t o p ieder p ilar o\·ereeukomstige h arwonische compo­
neuten d er e lectromotorische kracht en d er stroomsterkle, mit.s we 
beschouwe n het aaudeel cloor deze hu.nuonische compoueuten 
g eleverd in de yemidrlelcll! waardeu der en ergiehoeveelheden. 
H t;;bben we te doeu met een :;y;:;teem electromotorische krachlen 
en s troomen, w e i ke, hoewel zelf niet l)el·iodiek vera.nderl ijk. uit 
períodiek verandm·lijke componenten z~jn saamgesteld, zoo bl\jven 
d e voorgaaude beschou wingeo on veranderd g eldig, mits we als 
de g emiddelcl e waardeu v an het electrischc, magnetische en 
mecltanische vermoaen d e li m iet beschou w en, waartoe deze g e-

o 
rniddelde waarclen over een tüd i nad eren bij onbepaalde toe-

naroe van t. 
Ten aa nzien va.n de statorwikkeliug eener electrische machine 

beteekent de g evouden belrekking, da t van ieder paar overeen­
komstige harmonische componeuten het ve1·mogen: 

W
1 

= - U,,= - n E qiq cos !ft1 

waarin 
'fq = q (Oq - ~·<l) 

v an d e wikkelina wordt opo-enomen en naar den rotor wordt 
t:> t:> 

overgebracht rlom· eene úepaalde reelr.s 1·otee1·ende v elden, waar-
voor de waarden van •u. en w direct uit die van q en v; kunnen 

worden afgeleid. 
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Ten aanzien van de rotorwikkeling vinden we, dat cloor eene 
bepaalde reeks roteerende velden het vermogen: 

W 1 U 1 + K 1 E 1 I. 1 1 + K ~.,, -· q = q q "\V 0 = n 1 q q e os r.p q 11 • o 

aan de wikkeling wordt afgegeven als het a.andeel, dat door ele 
q <> harmonische componenten wordt bijgedragen eenerz,jds in de 
door den rotor geleverde electrische energie, a.oderz~jds in het 
mechanische vermogen, dat doo r de machine verricht wordt. 

I ndien we nu bovendien nog mochten aannemen dat dezelfdc 
reeks roteerende velden , welke de energie opnemen van ccne 
bepaalde hnrmonische componente der statorwikkeling, dezc 
eoergie eveneens afgeven aan eene bepaalde harmonische com­
ponente cler rotorwikkeling, zoo zou deze rceks roteerende 
velden met de overeenkomstige harmonische componenten van 
electromotorische kracht en stroomsterkte een zelf.sta:ndi,q úe­
staanbaar systeem vormen van energie-overbrenging. 

Dit systeem zou inderdaad zelfstandig optreden, indien we eene 
enkelvoudige harmonische spanning van de vereischte frequentie 
zouden aanleggen, hetzij in het geval van een inductiemotor 
aan één der beide wikkelingen, hetzij in het geval van een 
conductiemotor aan beide wikkelingen . 

Bieruit zou verder volgen, dat onder den invloed van eene 
enkelvoudige harmonische spanning in de wikkelingen van eene 
electriscbe machine slechts de overeenkomstige harmonische stroom­
sterkte zou kunnen optreden. 

lndien voor de afzonderlijke harmonische componenten der 
spanning de karakteristieke eigenschappen van den motor be­
paald zouden zijn, d. w. z. de ~~ andering van stroom- resp. 
energieopname, en van het motorkoppel resp. van het verrichte 
mechaniscbe vermogen als fuocties der rotorsnelheid w0 , zoo 
zouden deze grootheden voor de werkelijke totaal-spanning hif\r­
uit door eenvoudige sommatie kunnen worden afgeleid 

In het bovenbedoelde opzicht nu bestaat er eeo wezenl~ik 
onderscheid tusschen de energie-overbrenging hij collecto1·-mot01·en 
en bij motoren met kortsl'l.l/ii- of sleep1·inganlcer, zooals we in 
het volgende nader aantoonen. 

Denken we ons een veld, waarvan het aantal poolparen en 
de omwentelingssnelheid als volgt bepaald zijn door de con-
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s tan te n a en ú: 

tl = (/ uw= b 

Iu cene wikkeliug, bestaande uit n1 afdeelingen, welkP- met 
el e snolhcid 1u.1 in dit velcl roteeren, zal ec:m systeem electro­
motorische kracbteo geinduceerd worden, dat Ül het a1gemeen 
aanlcid ing geeft tot het ontstaan van eeu sys&eem stroomeo, 
?nder wier invioed in de eerste plaats zal optreden een veld, 
m aa.nta l po1en en in omweotelingssnelheid overeenkomende met 
het primair aa.nwezige veld, docb bovenclien all e overige velden 
der l't;!eks, waarvao het aantal poolparen en de omwenteliogs­
snelheid voldoen aau de condities : 

'U. = (f, + J: '1/.J 

welke laatste we als volgt schrijven: 

n 'W = b + a: n1 w1 

en waarin x eeo will ekem·ig gebeel getal voorstelt. 
De wikkeling 1·ea.r;eert bijgevolg op eeo bE~paald veld met 

eene reeks velden, waarva.o het beschouwde veld dee1 uitmaakt, 
e11 wnarvoo r de waa.rden van 'lt eene rekenkundige reeks vormeo 
met het versclli l n

1
, de waarden vao 'U w eene rekenkundige 

reeks met het verschil n1 w1 . 

Denken we ons co-axiaal met de eerste wikkeliog eene tweede 
wikkeling, besta.ande uit n2 afdeelingen, welke met de snelheid 
w

2 
roleeren, zoo za.l deze wikkeliog op eenig veld d er reeks: 

'U= a+ .?;n.1 

'll w = b + x n1 W1 

bijgevolg reageeren met eene reeks velden, waarvan het aantal 
poolparen en de omwentelingssnelheid voldoen aan de condities: 

1" = ct t a: n1 + V '/1.2 

n w = b+ J.: n.L 1V.l + y n2 w2 

waarin y eveneens een willekeurig geheel getal voorstelt. 
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In het geval van meerdere co-axiaal geplaatste wildwlingen, 
bestaaode uit 111 , 11 2 , u:\ enz. afdeclingen, wolke roteeren mct 
de snelheden w1 , 7t•2 . wa enz. vinden we, op dczelfclo wijze 
voortredeneerende, dat de opeenvolgende reacties chl7.Cr wikke­
lingen op het primair aa.nwt>zige veld eene reeks velden docn 
ontstaan, waarvoor de grootheden 'Lt en w bepaald z~in cloor: 

u = a+ :x n 1 + y n 2 +z u 3 enz. 

u w = u + .r: n1 w1 + y 11 2 w2 + z n 3 1Ca enz. 

waarin x 
1 

y 
1 

z en z wlllckeurige geheele getall en voorstell en . 
We zien nu echter onmiddel~jk in, dat ieder der aanwezig 

onderstelde wikkeliogen op eenig veld, waarvoor 1-(. en w aan 
deze beide laatste condities voldoen, slechts reagecren kan met 
velden, waarvoor deze betrekldngen eveneens geldig z~jn ; m.a.w. 
de boven opgestelde condities bepalen algemeen het aantnl pool ­
paren en de omwentelingssnelheid van a.lle veltl en, welke kunnen 
optreden door de reactie der gezamentlijke wikkel ingen op eenig 
veld1 waarvan het aaotal poolparen en de omwentelingssnellteicl 
aan deze condities voldoen. 

Passen we thans de hier gevonden ui tkomst toe op el e wikke­
lingen van eenen 2p-poligen motor, waarvan de stalor f1 -phasig, 
de rotor f2-phasig gewikkeld is, en waarvoor d us geldt. : 

n1 - 2 P l1 n z = 2 P 1'2 
w1 - O. 

W e nemen aan
1 

da t aan de statorwikkeling de q o hannonische 
van een f1-phasen-systeem spanningen met rle pulsatie :.; wordt 
aangelegd 1 en dat dus een met dit systeem spaoningen in pul­
satie en phasevenctlil overeeokomend systeem electromolorische 
kracbten in deze wikkeling zal moeten gei:oduccerd wordcn. 
Hiertoe zal noodzakelijk één cler velden moeten optreden, waar­
voor u en w voldoen aan de condities: 

n = p q t J' n1 u w = fJ w 

en uit onze boveostaande beschouwinge>n volgt ou onmiddel ~jk, 
dat door de reactie der beide wikkelingen op dit ééne veld iu 
het algerueen alle velden zullen optreden 1 waarvoor ·u. en w 
vo.lrloen aan : 
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" = p 'l + .r "t + !/ 11 '! = p ('l + 2 .r /1 + 2 !/ l'!.) 

/( /(' = fJ (.; f '!J 11:! lC2 = (j :u f 2 J/ }J /2 'U)'!. • 

D0zc' bpid<' condities bepa len clus algemecn het aantaJ pool­
par1·n t•n dC' omwC'ntelingsí'neU1eicl der reeks velden. ontstaande 
onrler don invloed va11 de q ,. bn.rmonische compon<.>nte d er 
statorspanning 

rn hei gnvaJ \ ' !IU OC!l coJi ector-motor is ÍU de eerste plaats 
de rotaticsnelheid der wikkelings·afcleelingeo van dcu rotor 
u·2 = U. ltt elo tweedo pla a.t s echter mof't worden opgemet·kt 
dat l1(j d1• pruciisch toe,qepasle co ll ector-ruoloren rotor en stator 
sl e0cl~ voor hPt~ell'de ano ta! p!J1tSell j' gewikkeld z~in *}. Yoor 
d<.>:t.u kla:-;se van 10oton•n gaan rlus de beide boven opgestelde 
hetrekkin•:reu over in: t:> 

(l = p l fJ + ~ (.r+ !J) f l 
waar voor we oo k mogen schrijven: 

" = P ( (j + '2 .t· n 
U li 

u{(' = f} (e) . 

Ondet· den ittvlocd ecner 'Jepaalde harmonische componente 
d e r s latorspa11niog lrcedt d us slechts eene reeks roteerenrle velclen 
op, wclkc zoowol in de rotorwikkeling als in de stntorwikkeling 
nitsluilenr/ bet hiennee in pulsãtie en in phaseverschil overeen­
komcnde s,\·sleem electromotorischo krachton eo stroomen indu­
caereu. Daar nu bovPndien betzelfde golclt van eene bepaalde 
lwnnonisch<> compont•ute der rotorsp<l.nning, vo lgt hi eruit dat 
llitu·isselin,t; uan euer.r; ie slecltfs mo.r;elijk z:al zUn tusschen de 
01 ereeukomstige harmonisclte componenten l.' (lll stator- en rotor­
st?·oom, en dat dus deze beide hnn:uonische componenten me>t 

*) ThuoJ•t•ti.w·h is wttuu rlijk eeu collector·ruotor, wan.rvan de sratol' en de 
rotor 111ct st1·oorn ntn een ,·erschillend annto.l phusen gevoed wordeu, zeet· 
A"oec1 tl('n/;/,rwl·. De opstelling eener theorie van een dergelUI<en motor zou 
zouder l>ezwnut· kun nen geschicdE'u, door uitteguan van oe alp;emeen geldende 
condities voor ~~ cu '"• op de wijze, die wij in hoofdstuk XV zulleu alUl­

gevell voor moioren met kortsloit- en slecpringanker. Zooluug echter een 
dergelijke nwtor niet uitgcvoudeu is, ziju deze tbeoretische beschouwingen 
t1it den aard der zno..k wo..ardeloos. 
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de onder hun invloed optredende reeks roteerende velden inder­
daad een op zicbzelf bestaanbaar systeem van energie-overbrt>n­
ging vormen. 

Bij motoren met kortsluit- of sleepringanker is de snelheid der 
rotcirwikkelings-afdeelingen w2 gel~jk aan de rotorsnelbeid 1c0 , en 
hebben we in het algeroeen rekening te houden roet de moge­
l ijkheid dat f1 en f2 verschiller.tde waarden bezitten. Voor deze 
klasse van rootoren geldt dus algemeen: 

u = p ( q + 2 x 11 + 2 ?l f'2) 

~t w = fJ w t 2y p f2 Wo · 

De onder den invloed van de q_ 0 harmonische componente 
der statorspanning optredende velden zullen h~jgevolg in het 
algemeen zoowel in de statorwikkeling als in de rotorwikkeling 
eene reeks harmonische electromotoriscbe krachten en stroomen 
induceeren, waarvan we de pulsaties voor de statorwikkeling 
zullen aanduiden door w1 , voor de rotorwikkeling door c<~2 , en 
waarbij: 

c.;111 - ± ·u w = ± (q e.; + 2 ?J P !2 Wo) 

"'2x = ±u (w- w0) = ± (q cv- p q w0 - 2 .1: p /1 w0) 

De gewoonl~jk in de thPorie dezer motoren i11.Cfevoe1·de onder­
stell·in.r;, dat in de ?·otorwikkelillfJ een periotliek veranderlijke 
'st1·oom geinduceerd wordt met de pu.lsatie: 

w2 = w- p tVo 

is d'Us blijkbaa1· ten eenenmale onjuist! 
Daarentegen vo1gt uit bovenstaande uitdrukkingen clat de pul­

satie, zoowel van den statorstroom als va.n den rotorstroom: en 
dus ook van alle verschijnselen, welke zicb in den motor af­
spelen onder den invloed der qo harmonische componente va.n 
de statorspanning, gelijk is aan den grootsten gemeenen cleeler 
van q e.; en p w0. De pulsatie der versch~inselP-n, optredende onder 
den invloed eener willekeurigc periodieke statorspanning met 
de pulsatie cv, zal dus gelijk zijn aan den grootsten gemeenen 
deeler van cv en p w0. • 

Aangezien nu in het algemeen w en p w0 onderling onmeet­
baar zijn, is de waarde dezer pulsatie in het algemeen oneindig 
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klein, d<' periode der versch~inselen bijgevolg oneinrlig ffi"Oot; 
m. a. w. bij een motor met kortsluit- of sleepringaoker zullen 
we in het algemeen de versch~jnselen niet als periodiek ver­
andcr lijk mo,geo opvatten! 

Bcschon,Yen we vooreerst het gentl, dat wc te doen hebben 
mnt ccne sinusoida le statorspanning met ele pn lsatie q (J). 

Do statorstroom z al dan z ij n saamgestelcl uit een aanta l harmo­
nischo componenten meL de pu lsn.tie : 

c.;'l!l = + (q :,; + 2 !/P /2 ll"n) 

wa,arvan evenwel slechts de componente met de pulsatie fJ ~.; 
energie aan de stroombron zal kunnen onttrekken, welke eoergie 
na aftrek vao het verlies, veroorzaa k t door d en weerstand d er 
statonvikkeling, met behulp der velden, waarvoor y =O ís, naar 
den rotor wordt overgebracbt. Een cleel dezt•r energie zal evenwel 
mct behulp cl er overige velden weer va n nen rotor naar den stator 
gere:flect~erd worden ten einde het. energieverlies op te le,·eren, 
iu de slatorwikkeling veroorzaakt door de l:itroomen, 'vier pul­
saties van q e.; verschillen. 

Stellen we ons tbans ele vraag, of we in het geval eener uiet 
sillll.<!Oiclale statorspa.nning de verschijoseleu. welke zich in den 
motor n.fspcleo, mogen beschonwen als eh• superpositie der ver­
sch~jnsclen, welke zouden optreden ooder clcn iovloed van ieder 
d er hannonische componenten afzonderl ijk. 

Hiertoe beschouwen we de ha.rmonischen van de orden q en 
q', en merken op, dat een w\jzigiog der verscb~jnselen, optredAnde 
onder den invloed van een dezer harmonischen, door de andere, 
slechts mogel~j k is ind ien een veld met een bepaald aanta.l 
polen ± 2 u en eene bepaalde omwentelingssnelheid 'W onder den 
invloed dezer beide harmonische componenten cler statorspanning 

tot stand komt. 
Hiertoe moet echter voldaan zijn an.n de beide conditi es : 

en 
q' (J) + 2 y' p f2 W o - + ( q e.; + 2 Y P f2 70o) 

waaruit wo afleiden : 
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q' + q P Wo - 2 [1 (:-~;' ± x) 
e.; - p'l.v0 

en 
, ,... f p 'll'o , + 'J ± q = - ~ ?. -(!)- (!J - Y) 

Nu zal aan deze betrekkingen slechts door geheele eindige 
waarden van x' ±:r; , 1/ + y en q' + q voldaan h:unnen worden, 
'inclien p w0 en e.; onderliug meetbam· zijn. 

Ts dit laatste echter het geval, zoo zullen we st~:;:eds een on­
eindig aantal stellen geheele waarden van :r' + .r , y' + !l en 
q' + q kunnen aanw~izen, wclke de gestelde conditics vervnlleo, 
welke echter alle vee]vouden zijn van bepaalde grondwaarden 
ot-, f3 en "/. 

W e vinden d us in clit geval eenc r eeks oplossingen v an d en 
vorm : 

x' ±x = o +o:: +2o:: ± 3 &t emr.. 

y' ±y - o ±(3 ±2(3 +3(3 en z. 

q' + q o +-y +2-y +3-y en z. 

Hieruit volgt dat a.lle harmoni~chen, waarvan de rangc~ifers 
deel uitmaken van één der beide rHkenkundige reeksen . 

q' - q q +r q + 2 r q +R 'Y en z. 

q' - - q +r - q + 2 'Y - q + 3 'Y enz. 

aanleidiug zullen geven tot het optreden van eene reeks velden, 
welke gemeenschappelijk energie van doze harmonischen zullen 
opnemen, ot aan deze afgeven. 

Voor w 0 = O is blijkbaar 'Y = O en is das de hier bedoelde 
samenwerkiog van meerdere h&.rmouischen niet mogel ijk. 

Zijo p 100 en C•J onderling onmeetbaar, zoo worden de grond­
w:tarden a, (3 en 'Y oneinclig groot, en zal d us cveneens de 
samenwerking van een bepaalde harmonische van de orde <J. 

met eenige andere hannonische vn.n de orde q' niet mogelijk zijn . 
In het algemePn zullen we mct dit laatste geval te doen 

hebben. Nemen we nu bovendien in aanmerking, dat we slechts 
rekening te houdcn hebben met een beperkt aantal harmonische 



15:1 

compnn~ntl'n rlc r stator.>panning, zoo bl\jkt dat !51echts b~j een 
beperkt aanta,l waarden van w0 samcnwerking tns~chen twee of 
m <>er rl ezer harmrmische componenten za.l mogel~ik z~jo . 

E cn bepaalde waanle va.n n·11 , waarbij deze samenwerking 
mogel ijk i s, znl d us steeds ,,·orden voorafgega.an en g evolgd door 
eene rJIIeill(/i[je recl.-s waa-rclen, waarb~j deze mogelijkheid nie t 
besUtat. 

Bij deze bepaa.ld e waarcl e van t<'o zal een der stroomvercl ee­
Jingco, opt red encl e onder d en invloed cl er q " barmonische span­
ningscomponc•rtte. in pulsati e en in pbaseverschil voor cl e opvolg emle 
wikk oJingsafd eeJingen 0\'N Cf•n slemrnen m~t el e q' e barmoniscl1e 
spanoi11gscompon<:mte en omgel~ecrd, en oncler de samen,....-erki11g 
va.n bei de za l d us energie door de statorwikkeling worden opge· 
nomen of a.fgeg eveu. Er zal rlL1 s bij ele besobouwde waarde 
van w0 in he t entrefer eene energie:;trooming optreden, welke 
bij ecoe uiterst kleine v crandr.n·ing van 'll'o niet meer aanwezig 
is, en we zonclen dus geneigd z~iu te besluiteu tot eene discon­
tintüteit in de werkino· der machine bi). de beschouwde waarde 

h • 

van w 0 • 

Dat cleze discontinn'iteit slflchts schijnbaar ís, blijkt iud ien we 
de n toestand beschou \V e n bij een waarde v an w0 , welke va.n de 
boven beschouwde w aarde sleclds uitersl treiui,r; ·versc/t.il.i. 

De iu de statorwikkeling g einclueeerd e stroorn , waa.rvan de 
pulsatie cv1y = ± (q e.; t!/ n.2 ll'o ) te11 uaa::;tenbij overeenkornt met 
q' c<J zal dan op ee11 IJt'JWO!tl oo.fJellulik b\i benadering in phase 
z\jn rnet de q' <' hanuonische coroponente cler statorspanning; op 
dat oogenblik veroorzaakt clus ele s:.unenwcrking van beide een 
vergrooting cl er euergie-opuame van de statonvikkel.ing Op een 
volgend oogenblik zal echter ecn v crschil in phase ontstaa.n zijn, 
dat geleid el~jk toencemt., tot. na zekeren tijd de stroom met de 
pulsatie :,;.1,, in phase teo-eno-esteld geworden is aan de q' 0 bar-

. b f> 

monische componente der statorspanning; op dat oogenblik zal 
bijgevolg een verkleining der euergie-opname optreden, gelijk 
aan de vergrooting der euergie-opname in den eerst bescbouw­
den toestand. 

De samenwerkiug van de beschonwde stroom- en spannings­
cornponenten veroorzaakt bijgevolg z tcevingeN in de energie­
opname, w aa1·van de gemiclclelde u·acwde = O is. 
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Nemen we nu aan, dat w0 geleioel~jk verandert, en wC'l zoo­
danig dat de pulsatie "'1!1 steeds meer tot r;' "' nadert, en ten 
slotte hieraan gelijk wordt. Op dat oogenblik zal het phase­
verscbil tusschen de beschouwde stroom- en spanningscoroponenten 
een constante waarde aannemen, m. a. w. de zwevingE>n in de 
energ:ie-opnaroe zullen overgaan in eene periodieke opname o:f 
afgifte · van energic. ~cier gemicldelde woanle in hei algeween 
niet = O ·is. 

Blijkbaar hangt nu deze geroiddelde waarde af van de waarde, 
welke het phaseverscrul tusscben de beschouwde stroom- en 
spanningscomponenten toevctllig bezit op het oo.r;enol-ilc, 'H aaTOJJ 
de absolute .r;elijkheid der pulsaties int1·eeclt. 

Genomen over alle mogel\ike waarden van dit phaseverschil 
is de gemiddelde waarde dezer energie-opname ecbter weer = O. 

Wij zulleu later aantoonen, dat de phase der stroomen met 
de pulsatie "'w • welke in de statorwikkeling geinduceerd worden, 
afha,nkelijk is ·van den 1·elatieven stand va:11 stat01·- en ?·otm·­
wikkeling op een bepaald oogenúlik, en wel zoodanig, d at indien 
we dezen relatieven stand aanduiden door een hoek 00 , voor 
ieder dezer stroomen een hepaalde veranclering van 00 met een 
hiermee evenredige veranclering der phase gepaard gaat. 

Wij zoudeu nu met het bovenbedoelcle verschijnscl Tekening 
te houden hebben, ind ien het optreden eener ausol!unt constaute 
rotorsnelheid mogelijk was, m. a. w. indien de beweging van 
den rotor kon worden voorgesteld door eene vergelijking van 
den vorm: 

u = w0 t+ u0 

\vaarin dus de constante o0 den rotorstancl bij het begin der 
beweging bepaalt. W as in clit geval voldaan aan de conditie: 

"'111 = rz' e.; 

zoo zou ioderdaad onder de samenwerking der harmonischen q 
en q' eene energi e-strooming kunnon optredtm, waarvan de waar de 
afhankelijk zou z~jn van 0

0
. 

Waar ecbter in werkel\jkheid het optreden eener bepaalde 
rotorsnelheid slechts beteekenen kan, dat deze snelheid , zij het 
ook tusschen nauwe grenzen, eene reeks waarden doorloopt, wier 
gemiddelde = w0 is, zullen we den invloed van eene bepaalde 
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spanuingscompooeute op de versch~ioselen , verooTzaakt cloor eene 
andcre spanningscomponente geheel buiten beschouwing rnogen 
laten ! 

Eveuals b~i collector-motoren zulleu we dus ook bij motoreu 
m et kortslui t- of sleepringauker de verschijnselen, optredende 
onder deu invloed eener niet sinusoidale spanning, kunnen be­
palen cloor snperpositie der verschijnselen, optredende onder den 
invloed der afzonderl\jke harmonisch o componenten. 
Terw~jl evenwel bij den collectormotor eene sinusoidale span­

ning slechts. sinnsoidale ·stroomeu vnn dezelfde frequen tie kan 
doen op treden, zal b~i een kort~lui t- of sleepringmotor eeue 
sinusoidale sp anning in het aJgemeen niet sinusoirlale stroomen, 
zoowel in de statorwikkeling als in de rotorwikkeling doen ont­
staan, wolke stroomen zelfs niet als p c?·iorliek vera.nderlijk zullen 
mogen bescbouwd worden. 
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BOOFDSTUK Xfll. 

Bepaling der constanten Ku voor eene groefwikkeling . 

Zij het aantal groeven per wikkelings-afdeeling = ??7 . 

De hartafstand van twee opvolgende groeven bedraagt dan : 

m ntn 

de breedte der groeven : 

.x 2n 
E - = é --

1rt 1nn 

waarin E een positieve constante is < l. 
De f unctie x, optredende. in de uitdrukking voor K

11
, is zoowel 

binnen ele groeven als binnen de tancl en constant. Binnen de 
groeven heeft z~j de waarde: 

%-

terw~jl binnen de tanclen : 

%-o 
JS. Uit : 

" 
2n /2 K, = 7t ~z. : CM u tJ d (j 

- 2 

volgt, mits wtj de grenslijnen dor afcleelingen aannemen door d8 
middens der tanden : 

2 ?7-- s = ~o ( " l ) ECJ. a :t-S - iX = ~2 t ' , Sl ll 'U -2 L CC'S U - ·-- -~-
.• • " nt li = 1 2 2 1n 

Voo r de bepaling der in deze uitdrukking optreclende som 
uaar s gaan we als volgt te werk : 
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·u a s~ 111 
( a: 2 s - l a: ) 

2 s1n o---- .:... cos 1l ~> - - 2 - = 
" JJJ s = 1 - ?n 

s ,, 

l .x .x ( s1n a -,- -- (s - l) -
2 m 

s = }Jt 

" SIU 'l( l ~- S_!!_ l = 
:> =·J l 2 ·m 

2: 
s :- l 

.... = 111- l 
)~ . l a: .x ( 
- Sllllt 1- - s 

·' =li i }}/ 
!';111 li 2 

. a; 
SIO '/l') 

~ 

De uitdruJd{iog voor K u gctíÜ thans ov!ilr iu: 

;r 2-n. . .x . él-1: a: r ... , = - ?- - $ 111 1.(, - sm 1l -- cosec u -,...-
n - ·n é 2 ~ ?n y, m 

of b ~j invoerin g de.r f uoctie lf!, bepaald door: 

K, 

S ll1 :7' 

,/' 

\l' ( .u~) 
2 w ( . n) \ · mn 

- r \11 - -
n '1/ \j/ (u - "'- ) 

m. n 

lu het geval eener gel ~jkmatig vercleelde wikkc>ling is E = 1. 
en gaat bijgevolg de uitdrnkking voor K , over in: 

K,, = 2 \f' (u .:!!....) 
1T 7.11 

\V e merken op, da t b~i on bepaalde toenàme v an m, zoowel 

l[l (~u -~) als \jl (·u- "'- ) tot de Jimiet l uaderen. De alge-
'lr/, n 111 11 

rneene uitdrukh:ing voor Ku zal clus meer naderen tot die, welke 
ge1dt voor eene gelijkmat ig verdeelde wikkeling, naarmate het 
aantal groeven per wikkelings-a.fdeeling grooter is. 

Tndien het aantal wikkelings-afdeelingen n zelf onbepaald toe-

neemt, zal bovendien, aangezien 'll eindig b l ~jft, qj ('u ~) tot de 

limiet l naderen, en de uitdrukking voor Ku zal dus voo1.· 

n = oo overgaan in : 
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b.. eene oneindig-phasige wikkelin~ bebhen a\le wikke­ro. a. w. 1J 
~ 

lingsconstanten dezelfde waarde, nl 
1T 

/f f X) 

l 

.• -..J 
a"' , 
'Zf : 

Fig. 14 

Het verloop van \[I (x) is in ng. 14 graphiscb. voorgesteld . 

Aangezien 
l:J1 (~) = \fl (- x) 

hebben we het verloop der functie slechts voor positieve waarden 
van x te onderzoeken. 

Voor x = O is 'l' (x) = l. Bij verandering van x van O tot n 

neemt \f (x) geleidelijk op O af, en wordt vervolgens negatief 
om voor x = 2 u weer door O te gaan enz. Telkens wanneer x 
een veelvourl is van n, wordt \f (x)= O, en verandert v an teeken. 
Tusschen twee opvolgende waarden O van 'l' (x) bereikt deze 
functie telkens één roaximum resp. één roinimum. 

De conditie, waaraan x in deze maxima en minima voldoet 
is bl~ikbaar : 

x = tgx 

zoodat voor deze maxima en minima de betrekking geldt: 
_J 

lJ.I (x) = ± (l t :-c2) 2 

De absolute waarde der opvolgende maxima en minima neemt 
das voortdurend af. 

Merken we nu op, dat voor een systeem enkelvoudige harmo­
nische stroomen of electromolorische krachten, optredende in eene 
2p-polige f-pbasige wikkeling, waarvoor het phase-verschil tusschen 

de opvolgende wikkelings-afdeelingen q f bedraagt, de waarden 

van u voldoen aan de conditie : 

~t =ptz+xn 
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waarin n= 2 p f t zoo volgt hieruit: 

"'lfl 1r • 1l 
v ll - = + Sln p q- -

11 n 
'1T 

+ sin q 2 f 
en dus: 

\f' (u ~) = ± 
sin 

'1T 
u ­

n 

De abso l u te waarden van "l' (u ;l ) züo bijgevolg voor de waar­

denreeks vau u, overeenkomende met een bepaald systeem enkel­
vourlige ha rmonischo stroomen of electromotorische krachten om­
.r;ekeerd evenredig me/. die vm1; u.. HAtzeJfde geldt nns bij een 
gelijkmati.fJ 'Uerdeclrle w ikkeling eveneens voor de wikkelings­
constanten K 11 • 

Bcpalcn we in d\} graphische voorstelling van \fl (a·) op de 
x-as de punten a.1 t a2 , a:3 en z. door van uit de punten x = O, 

n, 2 n cnz. st.ukh:cn = q ..::_ in positieven zin uit te zetten, 
2f 

zoo loveren ons de ordinatcn dezer punten de waarrlen va.n 

\f' ('u ~ ) op voor de positieve waa.1·den vao u, overeenkomencle 

met de beschoLnvde waarde van q. 
Daar verdor \fl (:v) symmfllrisch is ten opzichte van x= O, 

vindeu we de waardco van \f/ ('U. : ) voor de nega.t ieve waarden 

v an u, als de ordinatan van de punten ú1 , b2 , b3 , enz., welke 

we verkrijgen door ele stukken q ;
1 

in negatieven zio van uit 

de punten x= 7T, 2 -:r t 3, en z. uit te zetten. 
De punten n en b Jjo-o-en bii o-evol.Q' twee aan twee symme-

E>>:> ;j>') '-' 

trisch ten opzichtc van de punten, waarin \fl (x)= O wordt. 
In het btizondere geval da t q een v e ei vou d van 2/ is zullE>n 

de punten a en b twee aan twee in ele JaatRtgenoewde punten 

samenvallent en zijn b~jgevolg alle waardeu van \f! (u ~J, en dus n 
_van Ku = O met uitzondering van clie, welke overcenkomt m et 
u = O, waarvoor : 

11 
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2 2 
K = - W (O) = -o ;r 1r 

Bl~ikbaar heeft deze waarde betrekking op een lognrithroi ~;ch 
veld, en \Ve vinden dus dat een dergclijk veld nimmer te samen 
met een of meer sinusoidale velden onder d en in vloed vau een 
systeem enkclvoudige h tn·moniscbe stroomen zo.l kunnen optreden. 

Overigens kunnen we, zooals reeds in hoofdstuk X wercl aan­
getoond, dit bijzondere goval practisch steeds buiten beschouwing 
l aten. 

In werkel~jkheid zullen dus steeds tusschen iedere twee opvol­
gende veelvoudeu van n één der punten a en ééo der puntcn b 
optreden, welke eene positieve en eene negatit!ve waarde van 'lt. 

bepaleo. Aangezien nu 'I' (x) van af x = O tot x= n positief is, 
en telkens vao teeken verandert bij het passeereu vau een waarcle 
van x, welke een veelvoud is van rr, zoo zal b~j rangschikking 
d er waarden van 1t. , overeenkomende met eene bepaalde waarde 

van q, naar buool) absolute grootte \}1 (~" ~) positief zijn voor 

de beide eerste wnarden van ~(,, en telkens voor ieder volgrnd 
paar waarden van u van teeken verwisselcn. 

In het bijzond ere geval dat ?. een oneven veelvoud van f is 
vallen de punten a en b twee aan twee samen in de punten 

n 3 n Õ n 
x = 2, 2, 2 enz.; m. a. w. de velden, overeenkomende met 

de door de punten a en b bepaalde waarden van u, worden in 
dit geval, afgezien van huu verscbil in draaiingsrichting, aan 
elkaar gel\ik. 

Aan de bier bedoelde voonvaarde wordt blijkbaar volda.an 
door aJle barmonische componenten van een eenphasen-systeem; 
bij een meerphasen-systeem slechts door die barmonische compo­
nenten, welke op zicbzelf als grondcomponenten van een een­
phasen-systeem kunnen beschouwd \vorden, d. w. z., mits f oneven 
is, door de barmonischen van de orcle f, 3 f, 5 f enz. 

Voor eene 2p·políge f-phasige wikkeling zullen we alle mo.r;e­
Ujke waarden van 'U, z~jncle alle oneven veelvouden van ± p, 
kunnen rangschikken in f rekenkundige reeksen, waarvan het 
verscbil 2 p l bedraagt. 
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Deze reeksen van 7t komen dan overeen met de 1e tot en met 
de 2 / - l e harmonische componenten van een in de wikkeling 
optredend j'-phasen-systeem stroomen. 

'rwee van deze harmonische componenten, nl. die van de orde 
a en 2 f - a., waarin we onder a verstaa.n een oneven positief 
getal, dat hoogstens g elijk is aun f, zullen, zooals we reeds in 
hoofdstul( X amltoonclen, op het teeken na dezelfde waarden­
reeks voor u opleveren. waarbij de kleinste absolute waarde van 
n geqjk is aan (!.p. Deze harmonische componenten vormen 
dus cen systeem stroomen, waarvoor het phaseverschil in twee 

opvolgencle wikkelings-afdeelingen g elijk is aan +a p ~zn = ± a y, 
en, mits a op l deelbaar is, z\jn zij dus op zichzelf te beschou­

wen a ls de grondcomponenten van een l phasen-systeem, optre-
a 

dende in eene 2ap-polige wikkeling, \Vaarb\j in aanmerking te 
nemen is, clat voor de beide beschoutvde harmonischeu de pbasen 
elkaar in de wikkeling in orogekeerden zin opvolgen. Aangezien 
bovendien met de kleinste a.bsolute waarde van ·zt, de grootste 

waarde van \f' (11. ~), en dus va.n K 11 , overeenkomt zullen we 
n 

het overeenkomstige magoetisch veld aandniden als het boofd­
veld, opgeleverd door de besohouwde harmonische componente, 
terw~jl we het hoofdveld der grondcomponente nader znllAn aan­
duiden als het hoofdveld der machine. 

Het boofdveld der machine is dus 2p-polig, terwijl alle har­
monischen, waarvau het rangcijfer beboort tot een der beide 
reeksen: 

(l- 2f +a 
2f-a 

een 2ap-polig hoofdveld oplevcren . 

Voor dit hoofdveld is : 

4/ +a 
4f-a 

en z. 

en z. 

waarin J alle waarden kan aannemen tusschen O en l. De over-
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eenkorostige grenswaarden v an \JI (u ~) zijn bijgevolg: 

1l 
sm-

2 sin x 2 
Li m l en -

:c=O x 1T n 
2-

De eerstgenoemde grenswaarde kan blijkbaar slechts benaderd 
worden in het geval van een zéér groot (theoretisch oneinchg 
groot) aantal phasen. Hierbij mag dus voor alle hoofdvelden 
worden aangenomen : 

terwijl deze grootbedeu voor alle uevenvelden = O zijn . 
De tweede grenswaarde zal optreden voor alle harmonischen, 

wier rangc~jfer een oneven veelvoud van lis, en clie dus, op zich­
zelf beschouwd, ele grondcomponente van een eenphasen-systeem 
vormen 

Ten aanzien van de practisch gebruikelijke stroomsystemen 
kunnen we omtrent. de mogelijke waarden van a het volgende 
opmerken. 

Bij cen driephasen-systeem kan ct slechts de waarden l en 3 
bezitten; bijgevolg kunnen in een driephasen-wikkeling slechts 
zooclanige harmonische stroomsystemen optreden, welke op zich­
zelf kunneo beschouwd worden als grondcompouente hetzij van 
een driephasen- Of vao een eenphasen-systeem. In het eerste 
geval verkeeren de harmonischeo, w1er rangcijfer behoort tot een 
der reeksen : 

Q­
q 

1 7 

5 

13 

11 
en z. 

en z. 

waarbij de opvolging der phasen clezelfde is voor barmonischen, 
welke behooren tot dezelfde reeks, cloch omgekeerd voor barmo­
nischen welke tot verscbillende reeksen behooren. 

Daa.rentegen verkeeren m het tweede geval de barmonischen 

q = 3 9 15 enz. 

welke ten opzichte van de als 6p-polig beschouwde wikkeliog 
de grondcomponente van een éénphasen-systeem vormen. 
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B(i een tweC'phasen-syste0tn kan a slechts de wn.arde 1 aan­
OC'tnl·n; a l le harmonisclw stroomsystemen, welke kunnen optre­
d t•n in een twcephaseu-wikkeling, vormen cius, op zichzelf be­
schouwd, de gronclcompoueote van een tweephasen-systeem . 
lli er bU is evcneens ele opvolg iug der phasen verschillend voor 
de hn.rmonischt'n dor beide reekseu : 

'l= 
fj= 

l 5 

3 

9 

7 

en z. 

en z. 

B ij een eonphasen-systcem kau a eveneens slcchts de waarde 
1 beútten: zooals trouwcns van zelf spreekt, kuunen d us in eene 
oonphnsen ·,vikke liug slechts eenpbaseo stroomsystemon optreden. 

Uit het voorgaande ~·olgt, dat wij voor de dri e practisch gebrui­
lwiUke st-roomsystemen alfe w~tarclen van Ku kennen, zoodra 've 
deze constanten bepaald hebben voor de g rondcomponenten dezer 
systcmPn . 

Voor de hoofd ve)d('n d er grondcomponenten is: 

'1.' (u ~ ) = \[l (P ~ ) = ljl (2nf) 
voor een cl riep hasen-systeem is b ~jgevolg : 

\fl (P 7~) = : sin ~ = 0,955 

voor een t 'veephasen-systeem : 

I.JI (P ~) = _4 
'11 7r 

• 7r 

5104- 0,900 

voor een eenphasen-systeem : 

q!( p .!:...) = 2 sin 
2
n = 0,637 

\ ·n n 

ln h et geval van een gelijlrmatig verdeelde wikkeling viod en 
w e bijgevolg voor de waarden cler constante K p , bij een drie­

phasen-systeem : 
2 

0,608 K" = 0,955 x --
fT 

btj e en t weephasen-systeem : 

K p = 0,900 
2 

0,573 x -
1t 



166 

bij een eenphasen-systeem : 

K p = 0,637 x _! = 0,405 
1t 

Door op te merken, dat voor eene bepaalcle waardf\nreeks van 

'n de absolute waarde van \}1 (~t,;,) omgekeerd evenredig is met 

díe van u,, en rekening houdende met d en in het voorgaancle vast­

gestelden regel betreffende het teeken van "F ('u ~J, lnmnen we 

thans uit de boven bepaalde waarden van K,, alle overige waar­
den van Kt1 voor de drie bescbouwde systemen afieiclen. Een 
aantal der op deze wijze bepaalde waarden van K u z~jn in ondE>r­
staande tabel vereenigd 

Waarden '0(117 K 11 v oor ,qelijkmatig ve1·rleelde 10ikkelÍ1?!JC!I7. 

·u = + 
l 

p 
l 

3p 
l 

5p 
l 

7p 9p 
l !lp [ 13z'J 15 7J 

l 
l'7p 

Driephasen . 
0,608 0,122 -0,087 -0,055 0,047 0,036 

0,405 -0,135 0.081 

Tweephasen 11 0,573 1 0,191 1- 0,115 1- 0,0821 0,064 l 0,052 1- - 0,0441- 0,~ 
Eenphase. ·li 0,4051 - 0,1351 0,081 1-0,0581 0,045 1-0,0371 0,031 1- 0,0271 O,C2J 

Op grond van de hier bepaalde waard~n van Kt1 mogen we 
reeds dadelijk besluiten, clat zelfs bij een ge1~jkmatig veTdeelde 
wikkeling de constanten der nev~nvelclen niet in die mate klein 
z~jn ten opzichte der constante van het hoofdveld, dat hierdoor 
op zíchzelf een verwaarloozing der nevenvelden zou gerecht­
vaardigd z~jn . 

Van de drie beschouwde systemen levert bl~jkbaar het drie­
phasen-systeem de gunstigste verhoudingeu op, doch zelfs hierb\i 
]s voor de grondcomponente de waarde van. Kn voor het. eerste 
nevenveld nog 20 °/0 der waarde van K ,1 voor het hoofdv~ld . 
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We zullen thans overgaan tot. eene na.dere beschouwing va.n 
d':! algemeene uitdrukking voor K" in het geval van eene groef­
wikkeliug: 

2 ( n ) qr (U '1:1: ) 
- _ \(1 li 

'l1 n l!' (u _n_) 
1n n 

welke uitclrukking ous in staat stelt b ~j gegeven aautal groeven 
p er pool en per phase •m, en b ij gegeven verhoucling va n groef­
breeclte tot groE'fsteek E, de wikkelingsconstanten voor een bepaa.Jd 
systeem v as t. t e stell en. 

MC:'I IH't oog op het groote aantal mogel~jkheden in de aauname 
v~1n 1n en ~ znllen we eene ch·rgelijke bepa.Jing hier niet uit.voeren, 
te meer dn.a.r het resultaat der bcrekening toch ni~t tot het ma.ken 
van algemeen gcldige gevolgtrekkil1gen zou kunnen leiden. 

In phntc: dan.rvan zullen we naga.an onder welke omstanôig­
heden de Oll.rJIUI!:dig.ste verboudiugen tusschen _de waarden va.n 
K" voor hoofclvelJ en nevenvelden zullen kunnen optreden, 
m. a. w. de constanten d er neve n VP.lden zoo groot mogel\)k worden 
in vergeiUking met de constante van het hoof'dveld. 

Vooreerst merken we op, dat de waarden van K, voor het 
hoofd vclcl en voor het eerste (in omgek0erden zin roteerende) 
nevenvelcl bij eene groefwikkeling grooter z~jn dan bij eene gelijk-

n 
mati.Q' verdeelde wikkeling. Voor beicle velden is nJ . ± ·t./.. - ge-""' n 
legen tu~soben O en n, dns binnen het gebiecl waa,rover 'l' (x) 
bij toenemencle x a.fneemt. 

Aangezien nu in absolute waarde : 

En 7T 7t 

u - - < 't(,-- <~(, -
'In n 1n n n 

IS 

tJ! ( ·t/..~) > \(l (u· - 71

- ) > qr (u 2.) ?n'lt m. n ·n 

en b~jgevolg : 

ll'(u. ~) < 
qr( ~n) 

( n) umn 
':V ·u -

'17 ( n ) qr 'll - --
?n n 

( 
E n ) qr 11 --< ?n'll 
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De verdeeling der wikkeling over groeven heeft d us ten gevolge 
dat de constante voor het hoofdveld nader gebracht wordt tot 

de theoretiscb bereíkbare limiet ! . 
7r 

Voor de constanten der overige nevenvelden kan, zooals ge­
makkelijk valt in te zien, de verdeeling der wikkeling over g roeven 
zoowel een vergrooting als een verkleining, alsmede een verande­
ring van teeken ten gevolge hebben. Het is nu van belang na 
te gaan tot welke roaximale waardcn àeze constanten in het 
ongunstigste geval kunnen ve?·g1·oot worden ! 

Beschouwen we de verhouding : 

t{l (~t ~) 

\Jf ( 7t mnn ) 

Aangezien m een geheel getal is, kan de noemer dezer breuk 
niet = O worden, tenzij ook de teller = O wordt, in welk geval 
de verbouding zelf eindig blijft. De grootst mogelijke waarden 
der bescbouwde verhouding zijn dus de mathematische maxima 
en minima der functie : 

SIU ;.C 

. x 
m sm ­

'In 

Deze maxima. en roinima treden op voor: 

x x 
1n sin - cos x - SlD x cos -

'ln 'In 

waaruit volgt: 

t x l 
t g g m - x 

'J n 

en dus: 

l 
- tg x 

-

. x 
SlD -­

n~ 

'In 
± ---;:=:::::::::=== 

, ; l+~ to-2 x V m2 o 

o 
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Wij vinden bijgevolg voor de absolute waarden der maxima 
en m1n1ma : 

s in x 1/l + l t ., J/ " + 1 . ., - - a- x = cos- x - s1u- x tg .-x; l n'2 o m.2 

Deze laatRte uitdrukking is hoogstens = 1, nl. voor m= l, 
zoocln.t we tot de conclusie komen, dat de g rootste absolute 
Wttarde, welke de verhouding 

\li (u ~) 
n 

tf! (u - 11 

) m n 

kan aaunemen, hoogstens gelUk is aau d e eeuheid. 
Hieruit. volgt ech ter ou roiddellijk, dat ouder d e meest ougun­

stige omstandig heden ele wikkelingscoustanten nimmer de waarde : 

Ku= - 'l' /l -
2 ( é7T) 
11 111 11 

znll eo overschrüdeo 
Blijkbaar t retleo deze meest ongunstige omstaodigbeden op b~i 

eeu ééugroefswikkeling, dus voor 1n = l , waarvoor inderdaad de 
uitdrukking voor K " overgaat in: 

Ku = - 'f •u, --2 ( é1T ) 
n 11 

welke voor dit geval met de boveustaaude uitdrukking over­

eenstemt. 
Uít deze laatste uitdrukking voor K I( volgt, dat naarmate 

E kleiner js, van een steeds grooter wordend aautal d er opvol­
gende nevenvelden de constauten K" zullen ve1·g1·oot worden, en 
deze waarden van Ku steeds meer tot de theoretisché grens-

2 
waarde - zullen naderen. 

Iuderdaad worden dan ook voor het theol'etische grensgeval 
E= O, dus indien wij ons de groef voorstellen als een oneindig 

nauwe spleet, ctlle waa1·den van K n gelijk aan ele Umietwam·de ~. 
n 
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Het resultaat onzer beschouwingen is dus, dat we voor twee 
grensgevallen eene eenvoudige betrekking gevonden hebben tus­
schen de waarden der wikkelingsconstaoten, geldende voor e<:n 
reeks roteerende velden, ontstaande onder den invloed eener be­
paalde harmonische componente der wisselstroomen. 

Het eerste greosgeval is d at eener gel ~jkmatig verdeelde wik­
keling, waarbij de reeks waarclen van +Ku omgekeerd evenreclig 
zijn met de overeenkomstige waarden vao ±~t. 

H et tweede grensgeval is dat eener éénspleetswikkeling, waar-
9 

voor Ku eenvoudig eene vao ~" onafh~mkel~jke waarde bezit =.::..... 
1l 

Bij de in de pract~jh: voorkomencle wikkelingen zullen wé te 
doen hebben met verhoudingen, welke het midden hourkn tus­
schen die, welke in beicle grensgevallen optreclen ; de verhou­
dingen van de constanten der nevenvelden tot die vau het hoofd­
velcl zullen in het algemeen ongunstiger zijn dan bij een gel~jk­
mat.ig verdeelde wikhling, doch gunstiger dan ~~i ele boven be­
schouwde éénspleetsw·ikkeling. 

r ; 

... 
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HOOFDSTUK XIY. 

D e vergelijkingen der asynchrone motoren. 

HPt hoofdvraagstu k iu de theorie der as.ynclwone rootoren is 
d<· lwpaling voor ecn gegeven kh>m»panning van het ruotorkopp t?l 
en ntn de stroom- rt>sp. enorgil'· opname, beide a.ls functies der 
o m w en t ni ingssne lheicl. 

Aangezien evenwel het motorkoppel meL bohu1p der in hoofd­
stuk IV afgeloide betrekkingen onmiddellijk uit. de verdeeling 
van hl't mHgnetisch vcld kan wordeu bepaald, terwijl dit laatste 
kan worden vasfgesteld , zoodra de stroomverdeelingen in ele 
boido \vikkeli ngeu bekend z~jn, komt het vraagstuk neer op de 
bepaling dezer stroomverdeelingen als functies der omwentelings­
snelheicl . 

Voeren we vom· alle mogeliJke lCCWrrlen der stroomfreqnentie 
de in de rotor- en iu de statorwikkeliug optredende stToom­
compotl(~Jlten n.ls onbekenden van het v raagstuk in, zoo kunnen 
we achtere~-'t!volgPn8 in deze onbekenden uitdrukken: 

de rot eerend e magnetomolorische krachten eu velden, ont­
sfa<l.nde onder d en in doed d er beide stroomverdeelingan, 

de cloor cleze velden ju de wikkelingen ge!nduceerde 
electromotorische krachten, en ten slotte 

de stroomverdeelingen, welke onder deu invloed dezer 
e lectromotorische krachten eu van de ldemspanning in de 
wikkelingen optreden, waarbij iedere wikkelings -afdeeling 
moet worden beschouwd als een inâuctiem·ije geleider. 

Aa.ngezien nu de op deze wtjze bepaalde stroomverdeelingen 
identisch moeten z ijn met de werkelijke strooroverdce}ingen, welke 
we als onbekenden van het vraagstuk invoerdrm, levert de gelijk ­
stelling van beide steeds het vereischte aantal vergelijkingen ter 
oplossing van het vraagstuk ! 

Blijkens onze beschouwingen in hoofdstuk XII mogen we den 
toestand, optredende bij een bepaalde snelheid onder deu invloed 
eener niot sinusoida.le ldemspanning steeds beschouwt~n als de 
superpositie der toestanclen, welke bij dezelfde suelheid zouden 
optreden onder den invlo0d van ieder der harmonische compo-
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nenteo afzonderl\jk. Hieruit volgt, dat het boveobecloelde vraag­
stuk volledig is opgelost: zoodra deze oplossing is vastgesteld 
voor eene willekeurige harroonische componente der klemspanning . 

B\í den cnllector-motor lwmen alle optredende stroomcompo­
nenten in frequeotie overeen met de componeoten der klemspan­
ning. W e }1ebben hierb\j d us steeds te doen met een !Jeperkt 
aantal onbekende stroomverdeelingen, dat, zooals nader bl\jken 
zal, afbankelijk is van het aantal g roepen collector-borstels. 

Bij sleepring- en kortsluitmotoren daarentegen treden zoowel in 
de rotor- als in de statorwikkeliog een oneindig aan tal Rtroom­
componenten op van verschillende frequentie, wier bepaling dus 
de oplossing vereischt v an een oneindig aantal vergel ijkingen 
met een oneiodig aantal onbekenclen. 

De vergelijkingen, geldende voor beide groepen van motoren, 
zullen we aan eene afzonderlijke beschouwing onderwerpen. 

l\. Collector-mot01·en. 

In het eenvoudigste geval, dat we ons van den collector-motor 
denken kunnen, wordt de rotorwikkeliug door de collectorborstels 
verdeeld in een aantal gelijke a.fdeelingen, overeeokoroende met 
het aantal afdeelingen n der statorwikkeling. 

Voor een 2p-poligen f-phasigeu motor is dus voor beicle wikke­
lingeu: 

n = '2p f 
Het electrisch verband tusschen beide wikkelingen kan bij eeu 

dergelijkeu motor slechts op enkelvoudige wijze tot stand ge­
bracht worden, ul. in serie-schakeling óf in parallel-schakeling, 
hetzij direct, hetzij indirect door tusschenkomst vau een trans­
formator. Hierb~i is het. geval van kortsluiting der borstels a1s 
grensgeval te beschouwen van indirecte parallel-schakeling, ni. 
met de transformatie-verhouding O. 

W orden meerdere groepen borstels o p d en collector aangebrachr, 
zoo verdeelt iedere groep de rotorwikkeling overeenkomstig de 
verdeeling der statorwikkeling. Het electrisch verband tusschen 
beide wikkelingen zal iu dit geval een meervoudig kunnen zíjn: 
het za.l bijv. mogelijk z\in de rotorwikkeling met behulp eener 
bepaalde borstelgroep met de statorwikkeling parallel, en tegelijker-

r e 
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t i.id met hchulp eener andcrc borstelgrocp in série te schakelen. 
lioc ou evenwel ook deze verbind ingen tusschen beide wikke­

lingcn z~jn, stoeds zullen \'OOr ele inductie der qo harmoniscL.e 
componPntcn van een f-phasen-systeem spanniogen, clus ruet de 
pulsatie q (J) , een reeks roleerende velden moeten optreden, waar­
van het aanta.l poolpa1·cn + u voJdoet aan de conditie : 

u =pq+.2:n 

waariu .1· cen willckeurig gPheel geta l is, terwijl de rotatiesnelbeid 
clezer velden bepaald is door : 

q (.J 

w = 
u 

Wclke der rotorverdeelingeu, tot stand gebracht door de ver­
schill ende ho,·stelg roepcn, IDC'll nu ook beschouwt, steeds zal in 
d e opvolgendc afdeelingeu door ele boveubedoeld e velden ~en 
sys term electromotorische krnchten gei'nduceerd word en, welke iu 
freq ucntie 011 phnseverschil overeenkomeu met ele q o barmonischen 
van het systcem spanningen, dat nan de klemmeu van den motor 
is aangelegd. 

De in de rotorwikkeling op tredende stroomverdeeling za.l dus 
steeds kunn on bescbouwd worden als de superpositie van een 
a.twtnl f-ph nsige strooroverdeoliogen met de pulsatie q e.;, optre­
dcndc in de door de afzonderlijke borstelgroepen tot staud g e­
brachto afcleelingen der wikkcling . 

W e zullen vooreerst het geva.l bescbou w en d at de rotorwikke­
ling door do borsteJs slechts op één wijze in n afdee lingen ver· 

deeld wordt. 
Zij de stroomsterkte in een bepaalde afdeeling der sta.tor-

wikkeling : 
i
1

- [ 1 V2cos q(c.;t-01) 

10 cen bepaa lde afdeeliog der rotorwikkeling : 

i 
2 

= I 2 J/2 cos q (e.; t -- 02) 

en cluiden we de boekverplaats tng d er beschou wde rotorafdeeling 
teo opzichte va.n de beschouwde statorafdeeling aan door 80• 

Indien we voor ele statorwikkeling h et aantal draden aanduiden 
door ~i, de wikkelingsconstantcn door K1u , voor de rotorwik-
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keling het aantal draden door ~2 , de wikkelingsconstanten door 
K 2 u , zoo zijn de magnetomotorische krachten, opgelevcrd door 
de onderstelde stroomvercleelingen, volgens de in hoofdstuk X 
gevonden betrekkingen bepaald door: 

M 
Z n Ktu ~1 11 V2 

'ht = ffit l l . 
'l.(, 

en 

waarin de grootheden m 1" en m:a1, eenheidsvectoren voorstellen, 
welke de rotatiebewegingen uitvoeren, overeeukomende met die 
welke ten opzichte van het midden der beschouwde statorafclee­
ling beschreven worden door de vergelijkingen: 

e o 

ten opzichte van .het midden der beschouwde rotorafdeeling door 
de vergelijkingen : 

'l.t, () - q (ú) t- ~)1 ) - ; - 'l.t 00 
<J 

en 

Duiden we de reluctanties van den restkrachtstroom en van de 
beide lekkrachtstroomen in het + 2u-polige veld aan door: 

Ru, R1tt en R211 

zoo JS de overeenkomstige statorkracht.stroom bepaald door: 

N _ M 11t + M zu + M 11, 
511 

- R" Rtu 

de rotorkrachtstroom door: 
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of, ua in voering d er bovcnstaande uitclrukkingen voor M 1,1 

en M 2" : 

'2 :"T 1/2 
N,.,. = ---

/( 

Voor ieder det· bcicle dcelen, waaruit zoowel ele rotor- als de 
statorkrachtstroom is saamgesteld, kunnen we de in de wikkelin­
gen ge!ndnceerde electromotorische kt·achten bepalen met behulp 
der in hoofdstuk XI afgeleide bet.rekkingen. 

Honden we in het oog, dat bet product van aantal poolparen 
en relatieve omwentelingssnelheid van het veld voor de stator­
wikkeling gcl ijk is aan 

+ f) (,) 

voor de rotorwikkeling aan: 

+ (q e.; - 11 1c0) 

waarin h et + of - teeken geldt., alnaarmate ·n positief of ne­
gatief is, zoo vioden we onmidclellijk voor de electromotorische 
kracht, gei:nduceerd in de beschouwde afdeeling der statorwik­
keling: 

~ 11
2 l/2 §)t 1 K," l ( 1 1 ) ) 

1u = ---- -- q e.; K1u §)'C:,1 ~ ~ + r:;- sin q(cv t-01 
2 n + u ..l.bn ..1.1-1'11. 

+ K2u §)L:2 I 2 ~u. sin J q (cv t - ~)2 ) + ~( tlo f l 

voor de electrorootorische kracht, ge'induceerd in de beschouwde 
afdeeling der rotorwikkeling: 

" 712 J/~- ®Zz Kzu. ~ .~.,.. l l . l ( t () ) " t 
(!)211 = -- - - - (q '~'-'ll W o) Ki n ~L 1 '1 ...,..- SlO q (v - 1 -~l v o r 

2 n + u, .Ll' " 

+ Kz11 §)t2 I 2 (~~' + lu.) sin q (cv t - 02) ! 
Om de totale waarde der electromotorische krachten met de 

pulsatie q cv te bepaleo, welke in de wikkelingen gemduceerd 
worden , hebben we bovenstaande uitdrukkingen te sommeeren 
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voor alle waarden van ~t, behoorende bij .de bescbouwde waarde 
van q, z~inde: 

~t=p q+xn 

voor alle waarden van x tusscben - oo en + rx. 
Bet resultaat dezer sommatie is, voor de statorwikkeliog : 

1t2 V2 ~ l . X=+oo K-tt,2 ( l 1 ) 
& = - - - -1 q e.; ~:n:.1 I 1 l::ilD q (e,; t-01) Z -+ j.> + -1-> 

1 2 n x= -co _u "•t li1u 

X=+et> K1 K 2 1 l + ®t2 I 2 cos q (cv t-02) xf-oo ~ 'Ll. n Ru sin 'U. V o 1 

voor de rotorwikkeling: 

n2 V~ ®Z-z l x=+oo K1tt K2,, l 
&2 = - n--- q e.; ®l1 I 1 sin q (cv t-~)1) L - cos u, 80 ,:;, n x =- oo + 'Ll Ru 

:JJ=+oo K 2 
( 1 1 ) l + ®t2 12 sin q (e.; t--02) L +2

" - .- + __ 
x= -oo - P R,, Rzn 

Duiden we d en weerstand van eene afdeelin~S der statorwikke~ 
ling aao door 1·1 , va n eene afdeeling der rotorwikkeling cloon·2 , 

en zij de klem~panoiog voor de beschouwde statorafdeeling: 

E1 V2 cos q (cv t- •t•1) 

voor de beschouwde rotorafdeeling: 

E2 V2 cos q ((,J t - ~P2) 
zoo moet voldaan zijn aan de beide volgende betrekkingen : 
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E 1 f/2 cos q (cv t - '1'1) t &1 - 1·1 I 1 V2 cos q ((<)t - P1 ) = O 

E2 J/2 cos q ( cv t - 4'2) t &2 - 1·2 I 2 V2 cos q ( coJ t - P2) = o 
T n het geval van, directe of indirecte! pm·allelscha,keling van 

rotor- en statorwikkeling zijn, althans indien het spanningsverlies 
in den transformator verwaarloosbaar is, de beide boven inge­
voerde waarden der klemspanning gegevens van het vraagstuk. 
Voeren we dus in de beide laatste betrekkingen de boven afge­
leide uitdrukkingen voor 01 en 02 in, zoo leveren zij na ont­
wikkeling en splitsing volgens sin q e.; t en cos q (<)t onmiddell~jk 
ele 4 vergel~jkingen op, noodig en voldoende voor de bepaling 
va n I 1 , I 2 , 1\ en P2 . 

In het geval van, directe of incürecte, serieschakel-ing der wik­
kelingen zijn behalve de beide stroomverdeelingen ook de beide 
klemspanningen onbekend. Uit den aard der schakeling volgen 
thans echter de voor de oplosbaarheid van het vraagstuk nog 
ontbrekende betrekkingen. 

Z\j de nster"-spanning van het net in een bepaalde phase: 

EV2 cos q c.J t. 

de in deze phase aan het ne t onttrokken stroom : 

Il/2 cos q_ (cv t- 0). 

ln de onderstelling dat de eventueele transformatie-verliezen 
mogen verwaarloosd worden, zullen 

1 o. de stroomen, optredende in de beschouwde afdeelingen van 
stator- en rotorwikkeling, wat hnnne effectieve waarden betreft, 
in bepaalde verhoudingen E1 en E2 staan tot den in de beschouwde 
phase aan het net onttrokken stroom, en ten opzichte van dezen 
stroom bepaalde phase-naijlingen a1 en a2 bezitten. 

20. de (primaire) spanningen, 'welke te samen de netspanning 
in de beschouwde phase opleveren, wat hunne effectieve waarden 
betreft, gel ti k zti n aan 2 p ~.1 en 2 p E2 maal de klemspanningen 
der beschouwde wikkelings-afdeelingen, en ten opzichte van deze 
kleruspanningen de phase-voorijlingen at en a2 bezitten, 

waarbij de oonstanten ~ en a bepaa.ld zijn door de toegepaste 
schakeling en de wikkelings-verhoudingen der transformatoren. 

12 
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Hieruit volgen in de eerste plaats de betrekkingen: 

I 1 cos q (w t - 01) = ~.1 I cos q (w t - \l - a 1) 

I 2 cos q (w t - 02) = E2 I cos q (e<> i - ( t - a 2) 

welke, ingevoerd in de betrekkingen1 die wij opstelclen op bladz. 
177 , ons de beide volgende opleveren : 

E 1 V2cos q (e.; t - •1•1) + &1 - E1 1·1 Il~cos q (w t - v - a 1 ) =O 

E 2 V2 cos q ("'t ·- I/J2) + &2 - E2 ·r2 1 V2cos q (e<> t- \l - a2) =O 

in de tweede plaats de betrekking · 

2p ~1 E1 cosq(c.;t-u'1 + a 1) + 2p ~2 E2 cos~ (c.;t- <P2 + a 2) = H cosqc.;í. 

De drie bovenstaande betrekkingen leveren ons thans na ont­
wikkelmg en splitsing volgens sin q e.; t en cos q e.; t de 6 verge­
lijkingen op, noodig en voldoende voor de bepa1ing van l~ u, 

El ' Ez' 11'1 en '~'2· 
In sommige gevallen van directe serieschakeling is de stroom 

in een der afdeelingen van beide wikkelingen in phase mel een 
der aan het net onttrokken phasestroomen, terwijl de indirecte 
serieschakeling steeds zoodanig kan geschieden dat aan deze 
voorwaarde voldaan is. Hierbij is dus voor de met eene bepaalde 
netphase overeenkomende wikkelingsafdeelingen a

1 
= a

2 
= O. 

De drie bovenstaancle betrekkingen leveren in dit geval onmid­
dellijk d~ volgende op: 

E V2 cos qc.;t+ 2p (E.1 <'91 + li2 &2) - 2p (e.12 r 1 tE2
2 'r2)I V 2cos q (e.; t- \t)= O 

welke na splitsing in twee van t onafhankel~jke vergel \jkingen 
de directe bepaling van I en o toelaat. 

In het vorige hoofdstuk hebb'en we aangetoond, dat b~j de drio 
practiscll gebruikelijke stroomsystemen de q" barmonische com­
})Ooente van een f-phasen-systeem, optredende in eene 2p-polige 
wikkeling, steeds kan beschou w d worclen als de grondcomponente 

van een ~ phasen-systeem, optredende in eene 2ap-polige wik­

keling. 
Bierbij heeft a voor alle harmonischen de waarde l behalve 

in een driephasen-systeem voor de harmonischen, wier rangc~jfer 
een veel vou d is van 3, en waarvoor a = 3 i s. 
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Dezc hanuon ischeu, wolke op zichzelf esn eenphaseu-systeem 
vormon, z~jn echtor onbestaaobaar als componenten der gel.:oppelde 
spaoning in eon driephasen-systoem; z g kunnen dus evenmin 
optreclt'n aJs componenten cler klemspanning van cenen drie­
phaseu-motor welke, zooals practisch gebruikel\jk is, uUsluitend 
nan de buitenleidcrs van ecn clriephasen-net is aangesloten *). 

r n de practisch voorkomcnde gevallen kun nen ~ve d us voor 
alle hannonische compononten der klemspanning aan a de waar de 
l toekcnn€'n; m. !t. w. we hebben hierbij steeds te doen met een 

2p-polig hoofdveld, roteerende met de hoeksnelheid w=+ q (.; · 
p 

Indien wij nu bij de beschouwing ef\ner bepaalde harmonische 
spanningscomponente in een meerphasen-systeem aan de rotatie­
snelheid van het hoofdveld steeds de waarde toekennen, overeen­
komcnclo met het t teeken, zoo komt dit hierop neer, dat we den 
zin van den eenbeidsvector k zoodanig kiezen, dat de zin eener 
posítievc rotatic overeenkomt met. d en zin, waarin de phasen d er 
beschouwde harmonischen elkaar in de wikkeling opvolgen. 

Hierdoor gelclt dan voor ~ steeds de wan.rdenreeks : 

u =ptxn 

De gangbare theorie der meerphasen-motoren houdt slechts 
rekening met hot 2p-po lige hoofdveld; m. n.. -...v. in deze theorie 
worclen ele g rootheclen K, voor alle waarden va.n u, welke van 
p verschillen, ondersteld =O te zijn. · 

In deze om1erste1ling gaan de op bladz. 176 opgestelde uitdruk­
kingen voor de in de wikkelingen gei'nduceerde electromotorischo 
luachten over in : 

*) 1n ]1et geval, dat het 0-pnut der statonvikkeling v an eeneu driephaseu­
motor verbonden is met deu 0-leider vau het net, kuuuen de hier bedoelde 
componeuten der klemspanniug wel optreden. Zij zijn dan te beschouwen 
o.ls grondcomponenten van een eenphasen-systeem, ten opzichte waarvan de 
motor als Gp-polig moet wordeu opgevat. 
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n2 V2 ®t2 ) ! . { l K1 K2 l 02=-2--- (qv.;-pwo ~.1~sm q(v.;t-1,11) - pO() -- J.> n · p L 

+ ~t2 I2 sin q (w t- 02) ~~
2 \)l + 1~J l 

waarin de grootheden K en R betrekking hebben op het 2p­
polige veld. 

We moeten ons nu de vraag stellen, in hooverre de verwaar­
loozing der nevenvclden in de gangbare theorie kan leiden tot 
onjuistheden in de uitkomsten, welke practisch niet meer aan­
nemelijk z~jn. 

Biertoe merken we op, dat de vereenvoudigde uitclrukking 
voor &2 evenredig is met q w - p w0 , terwijl deze cvenredigheid 
niet bestaat, indien met den invloed der nevenvelden rekening 
gehouden wordt. 

Het directe gevolg nu dezer evenredigheid is de bekende stel­
ling in de theorie der meerphasige collector-motoren: r.le m ik­

keling van het synch1·oo7"' 1·otee1·enrl anke1· ,qerlraar;t z idt, l e11 
opzichte de1· bm·stetspannin!J aLs een indvctiev1·~je weer~>tanrl; 
m. a. w. deze stelling berust op de aanna.me dat de verwaar­
loozing der oevenvelden practisch g eoorloofd is l 

W e zullen thans nagaan onder welke omstandigheden de Totor­
wikkeling zich inderdaad zal kunnen gedragen als een inductie­
vrije weerstand. 

Biertoe zal moeten voldaan zijn aan de volgende voorwaarden: 

PWo -- = qv; 

::e=+, K 2 l l ) 
Z 2u + 

.c=-v. ±U \R~ ~ 
x -+<» K 2 ( l l ) 

2: ~ - +--
x = - r.n +p R,, R 2,, 

x-+ 'l> K K l 
, -2: 11' 2u --- COS 1t fl 

.>·= -:n ±u R,1 ° 
d'-+ "- JT K l 

y ~1 " 2n 
- 1.),, cos ~~. tJ0 

x = - "' ±p "" 

X - +~ K K l 
,~ J1t . 21t . 
... - - - sm ·u. 00 

.G· = - C(I ±p .Rn 

Aangezíen de beide laatste breuken slecbts voor bepaalde waar­
den van 80 aan elkaar gelijk kunnen zijn1 blijkt reeds dadelijk 
dat het intreden van bovenbedoelden inductievrijen toestand der 



181 

rotorwikkeling slechts lNOfJC•I ijk zal zijn bij bepaalde uorstel­
stant/c•n. 

Om deze borstelstanden te bepalen merken we op dat, aange­
zien n voldoet aan de conditie: 

u. =p+x" 

stn n 00 = sin p 80 cos x n 00 + cos p 00 sm x n 80 

cos u. 80 = cos p {;)0 cos x n tJ0 - sin p 00 sin x n 80 

Vocren we deze uitdrukkingen in de beide beschouwde breu­
ken in, zoo blijkt dat deze aan elkaar gelijk worden indien vom· 
(t/le wam·den 'oan x voldaan is aa.n één der beide condities : 

o f 
sin x uú0 = O 

cos x ntJ0 = O. 

Aan de laatste conditie kan n iet votdaan wo1·den l 
Rest d us de eerste conditie, waa.raan voldaan is voor: 

of ·een veelvoud van ~ · n 
De gevonden reeks waarden van 00 geeft aanleiding tot de 

beschouwing van twee gevallen, n.l.: 

l o. c10 = O of een even aantal malen .:!!._ . 
n 

In dit geval is de borstelstand zoodanig, dat de afdee-
1ingen der rotorwikkeling gelijlw;tandig zijn met de afdee· 
lingen der statorwikkeling. 

De heide beschouwde breuken worden in di t geval gelij.k: aan : 

0
0 

= een oneven aantal mal en ~. n 
De borstelstand is in dit geval zoodanig, dat de afdee­

lingen der rotorwikkeling over de breedte van eene halve 
afdeeling verplaatst zijn ten opzichte van de afdeelingen 
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der stator wikkeling; m. a. w. de stand der borstcls op den 
collector komt overeen met de middeus va.n de afdeelingen 
der statorwikkeJing. 

De beide beschouwde breuken worden in clit geval gelijk aan : 

"'·=+co K K 1 
'" 1·u 2u 
L, R- cos x n ± ~(. ~~ :J.·= - "'> 

Als tweede conditie hebben we thans in te voereo, dal ele 
boven beschouwde breuken gel~jk moeten zijn aan de breuk: 

.•:=+:.oK 2 l l) 
L ~( - t -

x= _er. ± '/,(, Ru Rz, 
[1.' = + "' K 2u 2 ( l l ) 

1: - . - t -
[J_·=-oo +p RII Bz11 

en we zien nu gemakkelijk in, d at in het a lgemeen deze gel\jk­
heid niet zal bestaan, en dat dus de inductievrije toestand van 
den rotor feitelijk bij geene enltele snelheid zal intreden. 

We kunnen evenwel opmerken, dat bij benade·ring de drie 
breuken aan elkaar gelijk worden in het geval van den onder 
l bedoelden borstelstand, dus bij gelijkstandige vercleeling van 
beide wikkelingen, indien voldaan is aan de volgende voorwaarclen : 

Denken we ons het geval, dat de groeven van stator en rotor 
in aantal en in boekbreedte overecnkomen, zoodat d us: 

K1u = Kzu =Ku 

en nemen we verder aan, dat de electromotorische kracht in de 
l 

rotorwikkeling ge'induceerd door de lekvelden, Rlechts gering isin 
vergelijking met de electromot0rische kracht, gel.nduceerd door 
de restvelden, zoo zullen we de beide eerst besehouwde breu­
ken, en met groote benadering eveneens de derde breuk, gel\ik 
mogen stellen aan : 
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en de rotorwikkeling zal zich dus onder deze omstandigheden 
g ecl ragen a.ls cen inductievrije weerstand bg de omwentelings­
snelheid w0 , bepaald door: 

p u•o = 

.t·=~ oo 1{,,2 _ 1_ 

. 1· =- , ±U R u 

.t .. =+::r. K .. , 
,~ i,-

a; =-- :r. ± P H.l, 

Nemen wc in aanmerking dat, blijltens het in hoofastuk Vl 
gevonden rcsultaat, de reluctantie R,. bij benadering evenredig is 
mei het aantal pool paren ± 11 , zoo gaa.t boveostaande betrekking 

over m : 
,}i' =+ :~: y ·> 

' 
'-u-

~ u 'l 
P 'Wo -

.v= -::r. 
,): -+x K 'l 

q (,) , 

"' 
11 

"-
.t· = - ::r. p u 

V\Te zijn nu in staat in t~vee gevallen de waarde van den 
coefficiont van q e.; te bepalen , n .l. in het geval eener gelijkmatig 
verdeelde wikkeling, en in het geval eener éénspleetswikkeling. 

Voor gel ijlonatig vercleelde wik kelingen is K 11
2 omgekeerd 

evenredig met u 2, en d us : 

·•· =+"" j) lo "'= +"' 
( l )" 

.•·=L- x (U) L 
q ( !) = ,1 · = - o:. 1 + 2x f 

l' tl'o = .t·-; :n , p_ r ;••- + oo 

.l;= - 00 ( 'U. 
,~ 

( 1 r 
x=-::r. l + 2 x f 

Bijgevolg i s voor een driephasen-motor : 

·"=; er. ( 1 . ) '' l + (~)
4 

t (J_)''+ (~)11 

enz. 
,l ' = - :n l + o ~; . - 5 7 l l . l 008 

f' ll.'o = ,.=~+ cx 1 )aq,<J- ( l )a ' l )a (l)3 fJ'" =' q w. 
~ (l + 6 ' 1 - 5 + ( 7 - 11 enz . 

. l;= - » x \ 

voor een tweephasen-motor: 

,'IJ =~+ :t.: ( l ) '' (~)'' (~ )4 ( l )4 ~ l 4 x 1 + ~ + 5 + 7 enz. 

p w0= f:~: ( \ ("= ( 1 ) ;; ( 1 ) 3 ( 1 ) 3 q w = 1,047 fJ '"· 
~ l - '7"' + -=- - - enz. 

x =- oo l t 4 x ~ o 7 
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Voor Mospleetswikkeliogen is K 11 onafhaukelijk vao u, zooclal 

voor dit grensgeval : 

x= +<r- (! y X=+ :t. e l r ~ z + '2 x j' x=--y, 
t~:= -~ q e.; - 'L ( !) p wo = !)~= + "" 

!):- + a: l 
L .J!_ ~ tt2xl 

X1: - r.t- 'U x = - a: 

Bijgevolg vinden w e in di t geval, voor een driephasen-motor: 

x=+ '"( 1 )2 
;,:='k- <» lt 6x 

1JW = . qc,;= 
0 X - +"- l 

( 
l ):! ( l ):! l l ):! 

1 + 5 + 7 + \11 t>m~. <J ;.; _ 

l l l 
l + - enz. - 5 7 11 

1,21 ,,.;.; 

x =-<» l+ 6 x 

voor een tweepbasen-motor : 

x = + ""' l ) 2 ( 1 )') ( l )'' 77:! 
L ( l + 8 -+ 5 , -en z. tl 

x= -(/J l t4x , 
p W o = x-+ o: l q 6J = l l g 6J = - n - q 6J 

L 1 - 3 + enz. 
x= -cr.- l+ ±x õ T 

= ; q 6J - 1,57 q 6J 
.., 

Het resultaat onzer bescbouwingen is dus, dat de inductievrije 
toestand der rotorwikkeling in het algemeen slechts.kan intreden 
bij den beschouwden borstelstand, en b:ij eeoe bepaalde oversch?·ij­
ding der synchrone snelheid. 

In het geval van gelijkmatig verdeelde wikkelingen is deze 
overschrijding betrekkel~ik gering; evenwel bl\ikt uit de gevonden 
resultaten voor eene éénspleetswikkeling, dat deze overschrijding 
zéér aanzienlijk worden kan indien de aarcl der wikkelingen 
sterk van de gelijkmatig verdeelde afwijkt, dus indien het aantal 
groeven per pool en per pbase gering is. 

Dat evenwel, zelfs indien we te doen hebben met een groot 
aantal groeven per pool en per phase, dus met wikkelingen, 
welke de gelijkmatig verdeelde zeer nabij komen, de gevonden 
afwijkingen vao de synchrone snelheid niet zóó gering zijn, dat 
zij practisch buiten beschouwing blijven kunnen, blijkt het duide-
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lijkst in bet geval d at do borstels onderling zijn kortgesloten, 
en waarb~i dus de motor arbeidt als inductiemotor. 

In de opvatting der gangbare theorie, welke slechts rekening 
houdt met één roteerend veld, is de werking van een dergelijken 
motor onaflumkelijk van clen stand der b01·stels. 

Bij de synchrone snelheid zal de inductievrije toestand, in dit 
geval tevens de stToomlooze toestand, der rotorwikkeling intre­
den. Bij afname der snelheid tot e-nkele p1·ocenten beneden de 
synchrone zal evenwel de rotorstroom, en hiermede tevens het 
motorkoppel, aangroeien ·va.u O tot het prcwt-isch toe te l aten 
'11Ut:â?TtU'ln / 

Zoodra we evenwel den invloed der nevenvelden in rekening 
brengen, blijkt vooreerst de wE\rking van den motor afhankelijk 
te zijn van den stand der bor::;tels! De inductievrije toestand 
der rotorwikkeling zal slechts kunnen intreden bij bepaalde 
borstelstanden, en bij snelheden, a.fwijkende vau de synchrone 
snelheid, en afhankel~i k v an d en borstelstaud. 

Aangezien in het hier beschouwde bijzondere geval &2 en 12 

gelijktijcl-ig = O worden, zullen de voor het algemeene geval 
geldende condities voor het optreden van den inductievrijen 
toestand b~j den inductiemotor beperkt worden tot : 

p Wo 

qw 

X= + <» x-+"" K K l K ·ln K2u l 1u. 2u · tl 
~ + , 

1
-c. cos •u, tJ0 :E n sm u 0 

:>; = - O> _ ll liu :c -- <x: + 'lt ..Lu,, - ~--:------~----~=-=-=---=---_.:..__ __ _ 
m- + "" K K l ·'' = +"'K K l 

'>~ ·tu :!n "' ltt :!u. sin /(. (1 
~ + , -1> eos u 00 - + R o 

.l:=-oo -JJ ,.,t .t· = - ;x; -P - a 

Deze toestand zal dus bij den inductiemotor kunnen optreden 
voor de beicle borstelstanden, waarvoor de beide laatste breuken 
aan elkaar gelijk worden, en die wij in het voorgaande bepaald 
hebben. Voor den borstelstand, waarbij beide wikkelingen gelijk­
standig verdeeld zijn, bepaalden we in het voorgaande reeds de 
waarde van w

0
, waarbij in het algemeene geval de inductievrije 

toestand intreedt. 
Voo1· den ind'll.ct-íe-mot01· is dus de tweede borstelstand, welke 

overeenkomt met de middens der statorafdeelingen, een bijzonder e 
borstelstand, waarbij eveneens de inductievrije toestand der rotor­
wikkeling kan intreden, en wel bij de snelheid w0 , welke be­
paald is door : 
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···=+:r- K K l 
~ 'lu '21< """ -R cos .-x; n 

x =-:/. ±u 11 P 'Wo = =a:-=_+....::.7>_K __ T._7 __ .;.;_ ___ 'l e.; 
1u 1\..'2u l 

-o cos x 1T 
a: =--:r, ±p J.l-u 

Jn het geval van gel~ikmatig verdeelde wikkelingen horleiden 
we deze uitdrukking tot : 

... =L.+ :e (P)'' cos ~e n .í·=.::t"' ( + ~ 
1
)" cos x n 

.>:= -oo U :•· = - er, l X p w = q (>) = 'l (>) 0 X--f- :e ( )3 •'' -+7.. l )3 
~ J!_ cos X n ~ { l + <J . j' COS J; rr 

..!.' == - 00 u ,,; = - (Y) \ .:.J ::t; 

voor een tweephasen-motor: 

•(' = + 'l. ( 1 4 . ( ' l )4 l l ' 1
•· ( l ) '' 

J, } _cr.. l t 4 x) cosxn l - 3 -( 0 ) + 'l enz. 
ZJ 'Wo = ,,. +er.( 1 3 q e.;= 

1 
)<l 

1 
a 

1 
):s q c,; =O.nGO q•v . 

. ,.="J:._ zl t4 x)cosx n l +(a -(õ)-( 7 enz. 

In het geval van éénspleetswikkelingen gaat onze conditie 
over in: 

.)· =+7.. p •) 
~ (-, Y COS X n 

P w = ·'·= -cr. L~ o ,)'• +x 

.r=+:r. ( l )'2 
~ cos 

,t' = - <X. l + 2 x f 
(! (;) = -----,-...:.._-'----'---
;L :r · = +er. l 

~ 

X n 

q (r) . 

cos x 7l COS X n 
1+2xj' ···=- x 'U oi'= - <Y.J 

Voor een driephasen-motor vinrlen we dan : 

···='2:.+<»(
1
+1

6 
)

2
cosxn 1-(_.!_ V_(_!_):J+(-.!:.)2 

enz. 
,l'=- -., x 5 ) 7 11 

PWo= . .-- +:r. J qcv= 
1 

qc-;=0,9lqw. 
L l 1 

": = _ oo 1 + ü x cos x n 1 + 5 - 7 - 11 en z. 
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voor t•l' n twc.:opha.~cn-motor: 

···= .. ::t x (
1 
+1

, -Jcos x ,., l- ( ! Y- ( ~ f+ f~) :!eoz. 
,. = - (T ':t" x \ •> \ 5 \ 7 

Jl Wo = -:_ -- - o w= -- - -- -- a'" = U 70 fJ w ·' - + "' l '.L l l 1 7. , • • 

~ co~ x :r l + - ~"o -;:::-
1 

l ' llz. 
,,. = - ~ l + 4 .;,; 3 

In den hier beschouwden bijzondereu borstelstaud t reedt clus 
de inductievrU e toestnnd der rotorwikkeling in b~i eene snelheid , 
welke geringm· is dnn de syncbrone. 

Hebben we te doen ruet wikkelin~en, wclke de gelijkmatig 
verdeelde zeer uabü komen, zoo zullen iu rle beide beschouwdc 
borstelstanden de afwUkingeo van de synchrone snelheid, waarbij 
de rotorwikkeling stroomloos wordt, op zich zelf beschouwd 
slechts geríng zijo. 

Zooals we evenwcl in het voorgaandc reeds opmP-rkt.en. wordt 
practisch d(' belasting van den motor slechts opgevoerd tot eene 
zoodanige wanrcle, dat (a.fgezien van opz,•ttel~ike snelhcidsregeling 
door ins<.:hakeling van weerstanden in de rotonvikkeling) slcchts 
een slip van ten hoogste enkele procenten optreedt Dit -beteekent 
echt('r clat b\i de snelhedeu1 waarbij inderclaad de rotorwikkeling 
stroomloos wordt, en dus het motorkoppel = O js, onder de 
we1·kiug vnn het lloofdveld alleen reeds een zéét· belangrijke 
rotorstroom en in vcrband hiermcde eeue waarde van het motor­
koppel zon optreden, welke in geen geval verwaarloosbaar is 
ten opzichte der waarde v~n het volbelastingskoppel, en die 
zelfs in sommige geva.Jlen deze waarde kan overtreffen. 

Door den invloed der nevenvelden \VOrdt b~j de beschouwde 
snelherlen rleze rotorstroom opgeheven1 waaruit dan echler 
onmiddell~jk volgen moet, dat deze invloed zelfs niet volgens 
de in de practijk gangbarc opvattíng, vcrwaarloosbaar kleín kan 
zijn! De verklaring hiervoor ligt t.rouwens voor de hand. De 
onder den invloed eener bepaalde harmonische stroomcomponcnte 

.. d' t Ku f t' h optredende ln·acbtstroomen z~1n evenre 1g me 'U R u , o prac 1sc 

in het geval eener geltjkmatig verdeelde wikkeling met ±~t-a. 

Deze krachtstroomen zullen zich dus voor het hoofdveld en de 
opvolgende nevenvelden bij eene tweephasen-wikkeline; verhouden 
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l l 1 J 
als 1 : 

27 
: 

125 
enz., bij eene driephasen-wikkeling als l : 125 : 343 

enz. Tndien wij echter op grond van deze verhoudingen tot de 
ver waarloosbaarheid der neveovelden zouden besluiten, wat althans 
bij een driephasen-motor volkomen geoorloofd schijnt, zoo zien 
wij hierbij over het hoofd da.t de inductieverschijnselen in den 
rotor behalve van de grootte der roteerende krachtstroomen ook 
afhangen van hunne relatieve omwentelingssnelheid w- w0 • 

J uist in de nabijheid der synchrone snelheid worden echter 
de relatieve snelherlen der nevenvelden zéér g root in vergelijking 
met rlie van het hoofdveld, en zullen dus deze nevenvelden 
niettegen.staande hunne relatief geringe sterkte. de werking van 
den motor wezenlijk kunnen wij zigen. 

I n het geval van een eenphasen-collcctormotor worden de uit­
drukkingen voor de elecb·omotorische krachten &1 en &2 eenigs­
zins vereenvoudigd. Daar nl. hierbij de waarden van u twee 
aan twee gelijk en tegengesteld zijn, en dit dus eveneens het 
geval is met de hiermee overeenkomstige waarden van : 

zijn hunne in de uitdrnkkingen voor &1 en &2 optredende sommen 
naar x = O. De overige in deze uitdrukkingen acbter het 
L-teeken optredende functies van u zijn symmetriscb ten opzichte 
van ·u = O. Duiden we een dezer functies aan door : 

f (u) = )' (p + '2. p x) 

zoo kunnen we hunne sommatie als volgt uitvoeren : 

X= + oo X=+oo x =+CF. c.· -+ n 
L f(p + 2p x) = L f (p +4px)+ L f(- p-4p ..e) = 2" -L l(p + 4px) 

:J;= - g; x=-oo x=-<» x = - cn 

Mits we ons dus de mouelijke waa1·cten vau ·a bepaald 
ctenken ctoor : 

u = p ( l + 4 .r) 

kunnen we de uitdrukkingen voor &1 en &
2 

als volgt schrijven : 

e 
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Bij de nieuwere eenphaseu-collectormotoren, met name bij die, 
welke in den regel worclen aangeduid als , gecompensar!rde 1·epulsie­
motoreu", hebben we meestal te doen met hetgeval dat derotor­
wikkeling op twee wUzen, nl. door twee borstelgroepen, in n 
gclijke afdeelingen verdeeld wordt. 

W e bepalen don stand dezer beide verdeelingen door de hoek­
verplaatsingen tJ0 en 00' van twee door de beide borstelgroepen 
gevormde afdeelingen der rotorwikkelíng ten opzichte van eene 
bepaalde afdeeling der stator wikkeling, en we beschouwen de 
rotor-stroomverdeeling als superpositie van twee eenphasen-stroom­
verdeelingen, welke we voor de be.;chouwde wikkelings-afdeelin­
gen aanduiden door: 

en 

Op dezelfde wijze als in het geval van één borstelgroep kun­
nen we ook thans de in de beschouwde afdeelingen van beide 
wikkelingen ge1nduceerde electromotorische krachten bepalen. 
W e vinden dan voor de stator wikkeling: 

" n 2 V2 ~t t . x=+~ K-1u2 
( l l ) 

(.<)1 = -- --1 q (o) 0{.1 If S lO q ((o) t-01) 1: ~ Jr.> + -}ê) 2 }J :r=- q:. - 11 1-u liu 

x=+oc K }7 l ,, ) ~ 1tt )..2u + ~<:.2 L2 sin q (cv t-v-z "'- - cos u O 
:e= - oo + ·u R u O 

:~;= + oe Ir K l 
+ 0' T' · ( t ') ,. ~1 11 211 / 

- <-z.!z smq cv -Vz ,r=- - QJ + ll R" cos ll (}o' l 
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voor de rotorwikke1ing, volgens de verdeeling door de cerstc 

borstelgroep : 

2 V2 ~ } :v = +<J> IC1 11 1(~u l 
e, = _n _ _ . - -2 q e.: ~l-1 I 1 sin q (:.: t-V1) ~ ± 

1
.1 1-;- cos 11 Do 

2 2 p :1)= -u.. ·t u 

:r=+ oo + ~2 12 sin rz (w t -V2) Z 
x = - oo 

K2u
2 (-1 + _ 1_ ) 

±u itu u :!, 

volgens de verdeeling door de tweede borstelgroep : 

- , 2 V2 ~t2 l x =+"" K 11' Kz, l 0 , 
t-.2' = :_ -

2 
- - 'J e.; ~)l1 J1 sin CJ (v.; t- \11) L - COR 11 u 

P x= - (J> ± n Il" 

tJ:= + OO 
+ ~[2 12 sin q (w t - ~)2) L 

x =-oo 
K zu

2 
( l l ) (O ' (} ) - - -- + - cos '/( () - o 

± 11 Itu R-J." 

Tusschen de klemspanningen, elcctromotorische krachten en 
stroomen gelden thans voor de beschouwde wikkelings-afdee­
lingen de betrekkingen : 

E~ V2 cos fJ (v.; t- 1P2) + &2 - r2 12 V2 cos q (w t - \12) 

- ~ 1·2 I./ V2 cos q (e.; t - ~v) = o 
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/~' l / :Z < :1)~ q (cv l - ~·./) + {!."!.' -~r".! I "!. V 2 cos q (:.; 1 - (l"!.) 

-- r".! I._/ f/2 cos q (e.; t - 02') = O 

wa:u·in d e constante ~ he paa.ld is <l oor het m Rgne tisch s l ands ­
\'Prsclti l de r bei de borsl<>lg roepen *). Z ij u d t:ze roagnotisch 90° t<' n 
opzichte van elkanr vorpl aatst , zoo is ~ = O. 

Don kon we ons t hans de eet·ste borstelg roep kor tgesloten , en 
de l wet'df' secuoda ir aanges lolen op een tr ansformator m et d e 
transform al ie -verhouding ~. di o in sArie met el e statorwikkoling 

gevoed word t ond cr de sp anning E 1/2 cos q_ '.; t, zoodat: 

l' ~~~ <:OS 'l (w l - 11'1) + jJ ~ 1~2 ' COS fj (<.; t - ~~~/) = ]!; cos f{ '" f 
TJ it boNmstaandc bnt rek kiugc'n volgen dan de beide volgend f' : 

HV~ CI)S ,, (o) l+ l' u~,+~ t\/) - }l (r, + E2 r "!.) rl V \I" CI)S q (cv t -l' J) 

-p ~~ r '.! I "!. V2 cos q (:.;t - u2) = O 
(' J1 

woiiH', na invoering d er waarden van 0 1 1 0"!. €' 11 fJ-2' • nn splitsing 
volgens !'lin qc.;/ en cos qc.; t , rl e 4 vergelUkingen opleveren, 
noodig en voldoendc voo r do lwpa ling van I 1 , T:!, 01 en 02 • 

!Jeze rer.r;elijkiu.qeu beJwleu de stroom verdeelin.r;en in het m eest 
olff euwettf' .qeval 'a·11 deu yecompeuseerdeJi repulsiemotor. 

Door in vocring van E = O verkrijgen we de vereen voudigdo 
v crgel~ikingen , gcldcnde voor den gewonen rep ulsiemotor , door 
invocring ''an ~ = O ele vereenvoucligde vergel~jkingen, g eldende 
voor den g ecornpeuseerden repul siemotor met 90o ten opzichto 
van elkaa r vüt·plnatste borstelgroep en, a.ls gebezigd in hd an·an­
gcment van L a t o ur en van Wint e r - Ei c h b er g. 

Bij d eze lnatste motoren is bovendien de eerste borstelgroep 
golijkstanclig g eplaatst met de stroomtoevoerpun tcn der stator -

*) Kiest men de beide rotor-afdeelingen zóv, dn.t het mnguetlsch stands­
verschil p (9 . - 110 ' ) gelegcu is t nsschen O en .:-, zoo is blijkbaar : 

~ = 1- 2 p (Bo- ao') . 
7r 
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wikkeling, zóó da t: 

80 =O ' 11 
en 00 = - 2p 

waaruit vo1gt: 

sin n 00 = O sin u (80' - o0) = sin ~L V0' = - l 

cos 1.1, 80 = l cos 'lt, (80' - 80) = cos u 80' = O. 

W e zullen thans nog de voor dezen bijzonderen stand d er 
borstelgroepen geldende vereenvoudigde uitdrukkingen voor de 
electromotorische krachten opstellen. 

Bij invoering der ninductie-coefficienten" : 

L1- 1 L. -- -- +--112~(,2 X=+ a:; K1u2 ( l 1) 
s - 2p ,,:=-~±u R 11 R,u 

~J n 2 m1 ~ê..2 :e=+ oo K1u K2,~ l 
J• s = L. --

2 p ~e= - oo ± n Jl,. 

L ,1= · - L. -- + -n2 ~l-.,2 re= +oo K2u2 ( l l ) 

2p rç= - c.o ±p R " I4,. 
gaan in di t geval de uitdrukkingen voor de grootheden & ovcr in: 

&1 = qcv V2 \ Lst l1 sin q (cvt- 1111) + .1vf8 I 2 sin q(cvt- 02) l 
&2 = q cu V 2 \ .il18 11 sin q (w t - 01) + L sz I2sin q (w t -- 1112) \ 

+ P 'Wo 1(2 L d I 2' cos q (cv t -- ~2') 
&2' = q w V2 L 82 l •/ sin q(w t-02') 

- pw0 V 2 plf,d1 cosq(cvt-1>1) + L ,1 I 2 em; q (cv t- ~12) \ 

Deze laatste uitdrukkingen stemmen, wat hun vorm betreft, 
geheel overeen met die der gangbare theorie van de hier be­
schouwde klasse van motoren, en verschillen met deze slechts 
wat betreft do waarden der coefficienten L en Jvl. Deze theorie 
leidt dus zoolang tot volkomen juiste resultaten als de waarde 
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dezer coefficienten buiten beschouwing bltift. De ,statisch" g e­
·induceerde electromotorische krachten hangen blijkbaar af van de 
coefficienten L sl, Jlis en Ls2, de ,,dynamisch" ge:indnceerde elec­
t romotorische krachten van de coefficienten J11d en L" i hierb~j 
treedt L.i l op als coefficient van zelfinductie der statorwikkeling, 
L.~2 en L" als coefficienten van zelfinductie der rot.orwikkeling, 
1lf., en M,1 als coefficienten der wederkeerige inductie tusschen 
beide wikkelingen. In de ga.ngbare theorie treden slechts 3 
inductie-coefficienten op, daar hierbij geen rekening gehouden 
wordt mel het oudf:lrscheicl tusschen de coefficienten der statische 
en die dcr dyn~unische inductie. Inderdaad blijkt, dat bij ver­
waarloozing der neveu velden dit onderscheid verdw\int, en dus 
in de tútdrukkingen voor de grootheden & slechts 3 verschilleude 
coefficienten optreden, n.l.: 

( 
1 l ) - +­R H 1 

J:[ = 
l 
H 

Voeren we weer ten aauzien van de grootheden K en R de 
onderstellingen in, vermeld op bladz. 182, zoo kunnen we als 
volgt twee coostantbn ~s en ~. 1 bepalen, welke de verhoudingen 
uitdrukken, waarin de coefficienten der 13tatische en die der dy­
namisohe inductie door d en in vloed d er nevenvelden gewijzigd 

worden: 

1.11 T ... = + 00 (K )2 p ,1 _ LJ,, _ L .!.!. _ 

JT - L 2 - ···=-:x K u 

Voor gelijkmatig vetdeelde wikkelingeu volgt hieruit : 

,,. =+X! . ) (' .t• = + ::» l )'' ( l )!' ( l )
4 

-
~~= . , . =:E_.J~ = ... }~_ J 1 t4 :v =1+\s + 0 enz. = l,Olo 

···=+tY. p )3 ···= +.;;t;( l )3 (l )8 ( l )3 
;,;,,= :E (-= :E ~ = 1- ,-3 +\-:.- enz. = O.H69 

.t• = -"' 7t ,,. = - Y} l+ Jj o 
13 
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voor éénsp1eets-wikkelingen : 

x=+w P)2 x=+<»( l )2 l 1)2 (1)2
,, _ 

i1 = ~ (_ = ~ -- = 1 + -
3
- + -:- 1 n~.-

111 x= -oo\ u x=-co 1t4{(' · O 

2 
'!_ = l 23-1-. 
~ ' 

x= .Lx 

'1<1 = ~ 
:e=-"' u 

X=~"" l } 1 
= :E -- =l- - + 

x=-x l t4x :3 Õ 
('07.. = ~ = o. 785 

De invloed der nevenvelden mag duR in het algemeen niet 
als verwaarloosbaar bescbouwd worden. 
n~nken we ons de vergelijkingen van een dergelijken motor 

opgesteld onder verwaarloozing der nevenvelden, zoo zullen we 
uit deze vergel~jkingen die, waarin met de nevenvelden rekening 
gehouden wordt, kunnen afleiden, indien we voor cv en 1v0 in de 
plaats stellen : 

w'= :-,8 w en 

De gangbare theorie dezer motoren levert ons clus bij iovoe­
ring der gewijzigde pulsatie e/ de werltelijke stroomverdeelingen 
als functies der gewijzigde omwentelingssuelheid -w0'. 

Aangezien nu cloor de stroomverdeeliogen zoowel de energie­
opname als de eoergie-verli czen in rotor en stator, en dus ook 
de mechanische energie-afgifte van den motor vo]komen bepaald 
zijn, zal de waarde vnu het motor-koppel, door dt! gangbare 
theorie opgeleverd als tunctie der omwentelingssnolheid, in wer­
kelijkheid voorstellen de in omg~keerde reden der soelheid ge­
wijzigde waarde van het koppel: 

K' =~ K 
l1d 

als functie vao de gewijzigde snelheid 1v
0
' = l1t1 w

0
• 
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HOOFOSTUK XV. 

De vergel ijkingen der asynchrone motoren. (Vervo lg.) 

l>. J[oforen mei kort.shút- of sleepri·n.qanker. 

B~i motoren met kortsluit- of sleepringa.nker zul1en we reke­
oing moeten houden met de mogelijkheid. dat stator en rotor 
voor een verschillencl aantal pha.sen f1 en f2 gewikkeld z'jn, en 
dat b~jgevolg eveneens het aanta.l afdeelingen : 

n1 = ~p f1 en n 2 = 2 p f2 

voor beide wikkelingen eene verschillende waarde bezit. 
[n hoofdstuk xn toonden wij aan, dat bij een dergelijken 

motor onder den invloed van de q 0 harmonische compouente 
der statorspanning, bij d e omweotelingssnelbeid w0, in het alge­
meen alle roteerend e velden kunnen optreden, waarvan het aantal 
poolpareu en de om,ven.telingssnelheid bepaald zijn door : 

u= p (q t ~L-v f,1 + 2 Y f2) 

u 'W = q e~ t 2 y p f2 'Wo 

de relatieve omwentelingssnelbeid ten opzichte va.n de rotor­
wikkeling door : 

u w' = g e,; - p q w0 - ~ x p / 1 'W o 

Hierb~j wordt het veld , o vereenkomende met eene bepaalde 
waarde van x en met eene bepaalde waarde van y, tot stand 
gebracht onder den invloed van eene harmonische componente 
van den statorstroom met de pulsatie cv1y = + 7lt w, en van eene 
harrnonische cornponente van den rotorstroom met de pulsatie 

6J2.,· =±'U 'W
1

• 

Voor eene bepaalde afdeeling der statorwikkeling en eene be-
paalde afdeeling der rotorwikkeling zullen we dus deze stroom­
componenten kunneu voorstellen door uitdrukkingen van den 

vorm: 

en 
I2x V2 cos l(q (J) - P q 'Wo - 2 x P f.1 w0) t - 0z . .,..} 

waarin d us de grootheden Ity, I z..'l: , 01y en @z..r voor alle moge-
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lijke waarden van x en y de onbekenden zijn vn.n het vraag­
stuk, waarmec we ons bezigboudeo. 

aet eenparig veranderl~jke standsverschil cler middons van d P. 
beide beschouwde wikkeliogsafdeelingen denlten we ons hepa.ald 
door cene bewegiogsvergelijking van den vorm : 

n = 'Wo t + Oo 

waarin dus A0 de waarde van dit standsverschil voorstell op een 
bepaald oogenblik, t= O, waarvoor we kiezen een de1· tijdstippcu. 
waarop de spanning der bescbouwde statorafcleeling hanr positiei 
maximum bereikt, zoodat we dus deze spanoing kunnen voor­
stellen door eene uitdrukking vau den vorm EV2 cos q '"t. 

Bij invoeriog der eenbeidsvectoren m i.:l;y en m 2x y, welke de 
rotatiebewegingen uitvoeren, die ten opzichte van het middeu 
der beschouwde statorafdeeling overeenkomen met die, lwschrevcn 
door de vergelijkingen: 

en 

dus ten opzichte van het midden der beschouwde rotorafdeeling 
met di e, beschreven door de vergel~j kingen : 

en 

u 8 = ( q 6) - p q w 0 - 2 a.; p f1 w0) t - ~):l.,· - ; 

kunnen we op geheel dezelfde wijze als bij den collector-motor 
de volgende uitdrukkingen afteiclen voor den statorkrachtstroom 
N s.,.11 en voor deu rotorkra.cbtstl·oom N r.ry in het b<>schouwde 
veld: 



197 

Wo zouden thans met bchulp der in hoofdstuk X.I afgeleido 
betrekkingen onmiddel lijk ele À)ectromotorische krachten &~,,.11 en 
~~:!•·y kunnen bepalen, welke door deze krachtstroomen in de be­
schouwrle wikkeling~-afdeeliogen gei:nduceerci worden, en daarna 
0p ovoreenkomstige w~jze als bij den collector-motor het systeem 
vergelijkingen opstellen tt>J' bepaling van de grootheden I en O. 

W~i :tien echter onmiddcllijk in dat in dit systeem vergelijkin­
gen de constaote 80 zal optreden, on cla.t dus de oplossing van 
dit systeem evcneens van deze coustante zal atbankelijk zijo. 
Aangezien nu u0 het standsverschil der beschouwde afdeelingen 
van rotor· eu statorwikkeliug voorstelt op één der t~jdstippen, 
waarop de spanning der stn,torafdeeling baar positief maximuro 
bereikt, terwijl toch in het algemeen voor eene reeks opvolgende 
ma:xima dezer spaoning eene reeks verschillende waarden van 
dit stanclsverscb il zal oplreden, zal de afbankelijkheid ....-an 00 

noodzakol~ik beperkt. blijven tot die grootheden, wier waarde 
eene veraodering ondergaat als gevolg van eene verplaatsing van 
het t~jdstip. dat wij bij de mathematische omschr~jving van het 
versch~jnsel als begintijd kiezen . 

Hieruit volgt echter onmiddellijk, dat de volgende grootheden 
niet van tJ0 knnoen afhangen : 
l 0• de etfectieve waarden d er stroomcomponenten I1!1 en I2...: · 
20. het plwseverschil 01 van de stator-stroomcomponente I 1 , wier 

pulsatie = q (oJ is, met de statorspanning. 
ao. bet magnetische standsverscbil der met dezelfde eenparige 

hoeksnelheid roteerende eenheidsvectoren m1.~1, en m z.rv, dat 
gelijk is + (Oz.<· - Ü·Jy - ·u 00). 

Nemen we in aanmerking, dat voor y =O de onder 3 genoemde 
grootbeden gel~jk worden aan ± (02.c - 01 ·-p q tJo - 2 a:p /1 8o) 
zoo volgt hieruit en uit ele onafhankelijkheid van 01 van 80 dat 
de beide g rootheden : 

cp 1y = O, u t 2 .l/ p /2 00 

en 
rp-J.,. = 02,.- (p f] + 2 X p f1) 80 

eveneens niet van 00 kunnen afhangen. 
De afhankelijkheid der pbasen van dfl stroomcomponenten I 111 

en I 2.c, bepaald door 01y en 0:~,~" , van het standsverschil 80 blijkt 
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dus inderdaad, zooals in hoofdstuk XII ten aanziP-o van lle 
statorwikkeling werd opgemerkt, zoodanig te z~jn dat mcl eene 
bepaalde verandering van (}0 eene hiermede evenrP-dige veraude­
ring der phasen gepaard gaat. 

Voor het aandeel in het motorkoppel van het roteerend veld, 
overeenkomende met eene bepaalde waarde van x t?:Il ecne be­
paalde waarde van y, kunnen we op grond van de in boofdstuk 
XII afgeleide betrekkingen de uitdrukking· opstellen : 

'U2 u,2 

K xy = lo [N .. ,.u M t:ty] = lo .H,. [M~v Mtxv.l 

waarin de grootheden M 1 ... u en M 2.··u de ± 2-u-polige ma.goeto­
motoriscbe krachten voorstellen, OJJgeleverd door de stroom­
componenten 11u en It.-.-· 

Hieruit volgt : 

K rr
2 

r.-.- ,.;v,- I T K111 K\!<4 l J 
X!J = 2 ::~<-., ~<-2 l y .1. 2.,· lln Dl.lxy ll'lto:y . 

en daar : 

[m2.:cy m 1xy) = ±le sin (02.:.1 - 0.1y-u 80) =+le sin (rp2.,. -7'
111

) 

waarin het + of - teeken geldt, alnaarmate u positief of nega­
tief is, 

Voor de energie-verplaatsing in het beschouwde veld geldt de 
betrekking : 

vV X1J = k K x-11 w 
waarm 'W bepaald is door : 

u w = q w + 2 Y p f2 wo 
en waaruit dus volgt : 

W _ 
712 

( • + 2 f , ) ~ ~ I T K ·tu K2,,1 l . 
·•:y-2 qw YP 2Wo '-1 (..2 ·Jy.l.2.r + J:> Sln(rp2.r-((-Jy)· 

- 11, !,11 

De waarde der energie-verplaatsing in het beschouwde veld 
en het aa.ndeel in het motorkoppel, door dit veld opgeleverd, 
zijn dus blijkbaar volkomen bepaald door de van 0

0 
onafhanke-
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li.ikr groothec1en .T,y, I:!.,., r'Y en 'f2.•·· Aaugezien nu de gemid­
de lcl e waarde der totale energie-Yerplaa.tsing en de gemiddelde 
waarde van het motorkoppel verkregen worden door eel}.voudige 
sommtLtie dezer grootheclen voor de rot.eerencle sinusoidale velden, 
waaruit het \Verli:el~j ke veld is saa.mgesteld, zulleu de z e gemid­
delcl o tot anlwaarden van de energie-verplaatsing en van het 
motorkoppel door ele van V0 ona.tha.nkelijke gr·oothedeu l en o/ 
vnlkomen hepaald ziju. 

Daar nu bovl:'ndien de g emiddelde waarden der energiever­
liezen in do wikkelingen uitsluitend afhangen van de grootheden 
I zn ll {~ ll ,,.e zoowcl dP electri sche> als de mecha.nische verschijn­
~elun, welke z i eh in de o motor afspelen, volledig beschrij v en 
kunneu met behulp der grootbeden l en r• mits we ons steeds 
heperk1•n tot ele beschouwing van bet ,gemiddelde" verscbijnsel, 
waarmede w e trouwe.ns practisch uit.slnitend rekening te houden 

bobben. 
Het li gt clus voor de hancl de grootheclen O als onbekenden 

van het vraagstuk te vervangen door de grootheden cp. 
Voeren we hierb~i ter bekorting in : 

('J :,; + 2 !J P /2 tco) t + ~ Y )J !2 Uo = rx l, 

(q e.; - p q w0 - 2 :e p / 1 w0) t- (Jl q + 2 :x.: p f1 ) 170 == fJx 

zoo kunnen we de vergel~jkíngen, die de bewegingen der een­
heidsvectoren m1.c!l en m 2:,u bepalen ten opzichte van het midden 
der beschouwde statorafdeeling als volgt schrijven : 

en 
1T 

1.f, J) = rxu - f2.<t: - 2 

die, welke deze bewegingen bepalen ten opzichte va.n het midden 
der beschouwde rotorafdeeling: 

7t 

1.1 l} = fJx - o/111 - 2 

en 
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Met bebulp der in hoofdstuk X[ afgeleide betrekkingen v inden 
we thans oomiddellijk voor de wa.arden der olectromotoriscbn 
krachten lh.cu en &z.,.y, welke iu de besc\.10uwde wikkelin~s­
afdeelingen ge'induceerd worden door de in het voorgaande be;­
pa.alde krachtstroomen N s.cy en N rxy: 

n2 Vi ~l-1 K1 t! 2 ) l T c:•,v [ ( l J ) ' ' ) &, , = -
2
---~(qc.; + YPf2Wo l\..1 , ::.~(...1 111 1~ + -1'J SlO ta!, - ?w 

X,/ n1 - t(, l.lt liu 

+ K 214 ~l-2 I2..· ~~ sin (ay - 'f2x) l 
~ li U 

De harmonische C<'mponente van den statorstroom 1.1 met d e 
pulsatie q e.; kom t · tot stand onder de samenwerking van de 
statorspanning en van de in de statorwikkel ing ge1nducecrde 
electromotoriscbe kracht van gelijke pulsàtie. De overige har­
monische componenten van clen statorstroom l 1u en dic van den 
rotorstroom I 2.1; komen dn.n.rentcgen uitsluitend onder den invloed 
der in deze wikkeliogen geincluceerde overeeukomstige harmoni ­
sche componenten der electromotorische kracht tot st.ancl. 

Aangezien nu de harmooiscbe componente der t;)ectromolorische 
kracht, gemduceerd in de statorwikkeliog, welke overeen kom t 
met eene bepaalde waarde van y, verkregen wordt door sommatie 
van ~1xy voor alle geheele waardeu van x tnsschen - oo em +oo , 
de harmonische componente, ge1nduceerd in dA rotorwikkeling, 
overeenkomende met eene bepaalde waarde van x, door som· 
matie van &2a:y voor alle geheele waarden van y tusschen - er. 
en t oo, kunnen we tbans de volgende betrekkiugen opstellen : 

VOOl' y = Ü 

voor y ~O 

voor x ~ O 
<: 

X= +a. 
x='i:.-~ ~l:r;- ?'1 I 1 V2 cos (a0 - ;o1 ) +E V2 cos ~o= O 

u=+e> 
k &'J.o;y - 1'2 I 2.,. V 2 COS W·· - rp2.•·) = O 

y = -oo 
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welkc betrekkingen oos na iuvoering der boven afgeleide uit­
drukkingen voor é91:t'!l en &z.'l:y de vergelijkingen van den motor 

op levcrcn 
()e \7ergelijkiugen voor de verschill ende waarden van y bestaan 

uit een aantal tennen, welke a lle van t afhankelijk z~jn door 
het optreden van een factor van den vorm sin (xy- p) of 
cos (xy- -p) . Aa11gezien nu aan deze v ergelijkingen vo]daan moet 
worden voor alle wa.arden van t, en dus voor alle waarden van 
a u, zul len zU geldig b l ~jven indien we cos xu door l en sin xy door 
i= V -l vPr \'laugen, w at neerkomt op de vervanging van cos (ay - q>) 
door e1'P en van sin (xy- p) door 1' ei<J> . Om c!ezelfde reden zullen 
w e in de ve rge l ~i kingen voor de verso.billende waarden v an a: 
de groothcden cos (fJx - o/) en sin (fJx - <p) mogen vervangen 
door ei'P en i eí'P. 

W e verkrjjgen hierdoor het volg(mde van t onafhankelijke 

tiysteem vergel~jkingen· in complexen vorm: 

voor 11 =O 

• ;'T:l 0t1 l '".L J o;cp , :t·=./"' K, "z (__! t J_ ) 
lo - fjW- ·t ., ... s:.- j'.J R 

e. n ., rr· = _oo + ·l( uu 1u 
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Dit systeem bevat voor ieclere waarde van y één vergel~iking 

en één onbekende van den vorm I1Y /P111 , voor iedere waru:dc 
van x één vergelijking en één onbekende van den vorm 

I 2x /Pz..... Aangezien de vergelijkingen ele grootheid U0 niet be­
vatteo, zullen de grootbeden I en q>1 welke door dezc verge· 
lijkingen bepaald worden 1 inderdaad oiet van U0 afhankel~ik ziju . 

W e hebben ou te doeo met e~>.n systeem1 bestaande uit ecn 
oneindig aaotal vergelijkingen met een oneindig aantal onbe­
kenden, waarvan in het algemeen de oplossing slechts mogel~ik 
is door opvolgende beoaderingen, en dan nog slechts mit~ ele 
onbekenden I1Y en I?..J; bij onbepaalde tocoame van y en a: tot O 
naderen. 

Dat dit laatste inderdaad het gaval moeL zijn, volgt oumid­
dell ijk uit de overweging1 d at het beschouwde systeem vorgt·­
lijkingeo betrel{kiog heeft o p cen physisch vraagsluk 1 e n chtl 
dus de oplossing een physisch bestaanbaren toestand moet bL~­
palen, waarbij slechts eind,ige energie-hoeveelheden verplaatst of 
in een anderen vorm omgezet kunnen worden. 

D a gemiddelde waarden van het energieverlies iu de beide 
wikkelingen : 

Y=+~ X=+oo 
V1 = n1 r1 ~ I1Y2 en Vz = nz ,.2 ~ I2.,.z 

u=-~ x=-~ 

moeten dus door eindi.qe grootheden lmnnen voorgesteld wordon, *) 

*) De noodza.kelijke betrekki.ng en tusschen de energie-hoeveelheden 
kunnen onmiddellijk a.ls volgt ni t het systeem vergelijkingen worden a.fgeleid. 

Vermenigvu.ldigen we beide leden der vergelijkingen voor de verschilleude 

waa.xden van y met n1 [ 1V e -iq>1!1, die voor de verschillende wnarden vo.n 

l -i'P2:1· 
X met nz 2.·· e 1 zoo levert ons de gelijkstelling der reeele gedeelten 
de volgende betrekkingen : 

voor y = O 
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wat slechts bet geval kan zijn indien zoowel Ltv voor y = ± cr 
als I '!.•· voor x=+ oo tot de limietwaarde O na.deren 

VOOI' y ~ Ü 

VOOI' X> Ü 
< 

n2 • u= +v. K 
2 ~t1 ~l2 (<j:.; -j) (j W o- 2 X j) f1 Wo ) [2J.' _'L {1!1 si ll ('f1y- 'f2.•) +Iu 

!1 - -00 - u 
+ ?l2 ·rz h.·2 = O 

Met inachtnemiog der op bladz 198 afgeleide uitdmkkingen voor de 
wanrdeu van het motorkoppel K.'J;!f en vau de energievet)Jlaatsing TVx11 

opgeleverd door llet veJd. overeenkomende met bepan.lde waardeu van 
x en vnn y, kunnen \\'e voor bovenstaande betrekkingen scluijven : 

.r= + x ,, 
,1"'=- - '"f:< 

!t =- .:t: y = - cc 

waarbij de beide eerste ten aanzien vnn de l1armonische stroomcompouenten 
der st:àtonvikkeling, de laatst.e teu aanzien van de harmonische stroom­
componenten der rotonvikkeling de uitdrukking zijn det· wet van het behoud 
van nrbeidsvermogeu. De sommatie dezer betrekkingen voor alle mogelijke 
waarden va.n y en \7 00J' alle mogelijke waarden van x geeft ons oumiddellijk 

de beide volgende : 
liV + V1 = n1 E I1 cos <p1 

TT'- TT2 =Kw0 

zijuue de uitclrukkingeu der wet van het behoud va.u arbeidsvermogeu voor 
de beide wikkelingen. 

'\Ve zien onmiddellijk in, dat voor eindige wn.ardeu van de energie-
verlíezen Tt.

1 
en V2 slechts eindige wan.rdeu der energie-opname n.1 E 11 cos (J),t, 

van ele energie-verpla-atsing Vf/ in het entrefer, en va.n de mechanische 
energie-afgifte K w 0 kuunen optreden . 
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Dal thans iuderclaad eene oplossing door middel van up· 
volgende benaderiogen mogel~ik i:;, btijkt indien wij cl~ vergc­
ltikingen eenerz~ids, en de onbekenden iniederdervergol~ikingen 
anderzijds, rangschikkeo naar eenzelfde opvolging der waardcn 
van x en y. 

Na vermenigvuldiging van beidc leden nwl: 

/1,1 t• 112 o --- --
q:v + 2 YPf2 11'o qCtJ- P ft 11 o-~ ·,.1' f1 1 ~'u 

alnaarmate we te doen hebbcn mcl cene n·q~el ijkiug, overeen­
komencie met eene bepaaldc waa.rdc van x of met (W llt..! bo­
paalde waarde van 'IJ, worcll dan elo deter minant, gevormd door 
de coefficienten der onbekenden, symmetrisch. Eene methode voor 
de oplossing van eeo dergel~ik systeem vergclijkingen, door 
achtet·eenvolgens mcerdcre onbekenden jn to vocrcn, werd reeds 
~roeger door schr~i v er aangegeven *). B~j toepassing eener derge­
l~ike methode blijkt van zelf, wanneer eene voldoendc mate van 
benader ing verkrcgen is, en dus met de invoering van nog 
meerdere oobekenden kan worden opgehouden. 

I n sommige geva11en kan het systeem vergclijkingen cenigszim; 
vereenvoudigd worden. Iodien nl. {1 oneven is, bestaat de 
mogel~jkheid dat voor eeoe bepaaldc reeks waarden van y, wier 
opvolgende verschillen / 1 bedragen, q + 2 y / 2 cloor f1 deelbaa.r 
is. Aangezien het quotient hierbij noodzakel~jk onevcn is, zullen 
de overeenkomstige waardcnreeksen van u =p (q + 2 x / 1 + 2 y / 2) 

in dit geval alle den term p f1 bevatten, en de door deze waarden 
van u bepaalde velden induceeren bijgevolg in de f1-phasige stator­
wikkeling een eenphasen-systeem electromotorische krachtcn. 
Zijn nu de f1 takken dezer wikkeliog io sterschakeling ver­
bouden, zoo zal het h.iermcde overeeukomende eenphasen systeern 
stroomen niet knnnen optredeo, m. a. w. : 

Bij sterschakeling der wikkeling z~jn de statorstroom-com­
ponenten I 1y, ovcreenkomende met de waarden van y, waarvoor 
q + 2 y /2 door /1 deelbaar is, en om dezelfde reden de rotor­
stroom-componenten I 2x, overeenkomende met de waarden van x, 
waarvoor q + 2 x f1 door f2 deelbaar is, =O. 

*) P. M. VERBOECJKX. _Une méthode aualytique et graphique pom le caluul 
des réseaux fermés. L'Eclairaye Í!.'lect?·ique. 16 et 23 Anil 1904. 

.. 
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In ous systeem veTgeiUkingen zullen we d us de vergel~ikingen, 
welke met bovenbedoeld o waardC'tl van x en y overeenkomen, 
moeten vcrvangeu door: 

Iw =O en l 2.,· =O. 

We z1cn echter gemakkeiUk in , dat deze vergelijkiogen tot 
bovensta3.nde vonnen herleid worden, iod ien we aan de con­
stanteo K1, voor rle bedoelcle waardeo van V en aan de con­
stanten K2, voor de bedoelde waarden van :r de waarde O 
toekenuen. Door op deze wijze den invloed van clt' koppeling 
der wikkelingen in rekoning te brengen, mogon we dus het 
boven ~tfg~leide systeem vergelijkingen als algemeen geldig 
blijven beschouweo. 

\V e zullen thans nagaan, w at er v an ons systeem verge­
IUldogen overblijft, indien we aannemen, dat voor alle waarden 
vao u, welke vao ±p verschillen, de constaoten Ku= O zijn, 
m. a. w. dat slechts 2p-polige velden kunoen optreclen . Hierbij 
nemen we aan, dat de beschouwde q 0 harmonische componente 
cler statorspanning zelf kan wordeu opgevat als grondcompo­
nento van een f1-phasen-systeem met de pulsatie q '"• wat, zooals 
w~j in het vo1·ige hoofdstuk aantoonclen, bij de practisch ge­
bruikel ijke systemen steecls het geval is. 

In de bovengenoemde onderstelliog zijn dus slecbts díe waar­
den vau K,, van O verschíl1end, waarvoor: 

lt =p (l + 2 x /l + 2 !J f?.)= ±p 
clus : 

:r. ri + !J J~ = o of - 1. 

Waarden vau x en y, welke te samen aau een dczer beide 
voorwaardeu voldoen, zullen we als overeenkomstige waarden 
aanduiden. 

W e zien uu onmiddellijk in. dat bij een meerphasen-motor (waar 
voor f1 en f2 beide > 1 zijn) met iedere waarclR vau x hoogsteus 
ééne waarde van v overeenkomt en omgekeercl, en dat bij een 
eenphaseo-motor, (waarvoor !1 = l, doch / 2 > l is) met iedere 
waarde van x eveneens hoogstcns ééoe waarde van y, echter met 
iedere waarde van .'/ steeds twee wnarden van x, welke l verschillen. 
overeenkomen. 
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Hebben we te doen met waarden van ?f, waarmee geone 
waarden van x overeeokomen of omgekeerd, zoo zijn in de over­
eenkomstige vergelijkingen alle waarclen van K u = O tl' stell en, 
en uit deze vergelij kingen volgt dan onmiddel ~jk : 

I1Y = O en [ 2 ,. =O. 

Van de overblijvcmde vergel~iki.ogen kunoen we thans die voor 
eene bepaalde waarde vao y te samen. beschouwon met die voor 
de overeenkomstige waarden van a., en opmerkeo dat in ieder 
dier vergelijkingen slechts die waarden van Kt, verschillcnd van 
O zijn, welke optreden in de coêfficienten der door de beschouwde 
waarden van x en y bepaalde onbekendea [ 'l.,· en [1!1. Iedere 
waarde van y levert .on~ dus een zelfstandig systeem vorge­
lijkingen op ter hepaling van l 1y en \'an de overeenkomst ige 
waarden van I ?.:J:· Aangeúen nu in alle vorgel ijkingen, met uit­
zondering van die voor y =O, de bekende term = O is, volgt 
bieruit dat alle waardeo van 1111 en I 2., met uitzondoring van 
die, welke wol'den aangewezen door y =O en de hiermee over­
eenkomende waarden v an x,= O zijn. 

In het geval van een meerphasen-motor t·esten ons dus slechts 
de beide vergelijkingen voor y = O, en voor de overeenkomst.ige 
waarde van x, zijnde x= O: 

. ~ m1 \ .,.., L icp'~ K12l_!:_ t .2_ ) t r.\' I. icp2 K1 K 2 l ! 1' 2 fJ. (t) l ::;/v1 1 e n /·) :;~t 2 2 e - -
n1 p .~, , , . L1 /J R 

. n 
2 

®l2 \ icp K K l ;"' K 2 ( l 1 ) t ~ -2 --( q e.; -p Wo) ~t1 I1 e 1 _ '!____g - + €)(. I. e •2 . z + 
n2 P !l 22 p R. ll2 ! 

- 1.2 I2 /Pz = O 

in het geval van een eenphasen-motor slechts de vergelijkingen 
voor y =O, en voor de overeenkomstige waarden van x, zijnde 
x = O eo X=- t : 

'tn2~1ucvl2€)(1]1eicp1 K12(~ + l )t€)l (l irpz+ L' iq;z ' ) K1K2 ~~ 
2 n1 :t 1 p R li1 z z e z e p R l 

- 1·1 I 1 
eiq>1 t E= O 

• 
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. l 

- r
2 

I
2

' e 'ÇJ2 == O 

De beid e bovenstaanrl e systemen vergelijkingen vormen den 
feite!Uken grondslag der gangbare theorien van de meerphasige, 
t'n v::-~u de eenphasige motoren rnet l;:ortslui t- en sleepl'inganker. 
Zü bepalen in het eers te geval ééne stator- en ééne wtorstroom­
componeute, in het tweede geval ééne stator- en twee rotor­
stroomcom ponenten. 

Voor het beantwoorden der vt·aag, of de vergelijkingen der 
gangbare t heorieu to t practisch vo ldoend na u wkeurige uitkomsten 
leiclen , beschouwen we het geva.l. dat n2 vele malen grooter is 
da.n n

1
, \Velk geva1 practiscb verwezenlijkt wordt door het zoo­

genaamde kooiankrr, en dat we kunnen beschouwen als een 
benadering van het theoret,ische grensgeval n2 = ro. Aangezien 
hierbij voor eindige waa.rdcn van x en voor waarden van y, 
wellie van O verschillen, u = ro, en dus K1 " en K 2n = O zijn 
wordt ons systeem vergelijkingen als volgt vereenvoudigd : 

de vergel~ikingen voor y ~ O lcveren onmiddellijk op LlY =O, 

terw~jl die voor de verschillende waarden van x overgaan in : 

. ._,. I irp1 K1, K z.. l 
~'l.-1 1 e n ± 1.t .Lhu 

iÇJ2 ,. j K.,n 2 ( l l ) . 2 n2 .,.2 l -- O 1- <VZ I, e · _:_ - t -- - t .,, -.~~. --=---"---
2 - ·· ± 'l/ H,. Jt,2 11 1J l v(.2l (q_ (v - ~l Wo) 

Met behulp dezer laatste vorgelijkingen kunnen wc alle onbe­

kenden 1'2..-eiqJ'J.··· uit de ~ngewijzigd e 'iergel~jking voor y = O 

~ l imineeren, e u daa.rna uit deze I 1 e
1
'P·I oplossen. 

l\'let cleze oplossing zullen w ~i ons hier niet bezig houden daar 
z~j tot gecne bijzondere opmerkingen aanleiding geeft. W e zullen 
echter nader de bovenstaande vergelijking beschouwen bij de 
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synchrone snelheicl van den motor, dus voor pw0 = q e.;, waarbij 

de coefficient van 'Vt212 ,. eilJ>:!.•· gelijk \vordt aan: 

K2u ~ ( _1_ + _1_ ) _ . ll2 r 2 __ 

J l ,. ., >)• •J + u R,, f 2" x 1 q ,.; :1 - ~ t 2-

Practisch nu hebbeo we steeds te doen met zoodanig klcine 
waardeo van den rotorweerstand, dat de modulus van bovcn­
Rtaande complexe uitdrukking b~i benaclcring geli.Jk is aan ~1 et 
reeele gedeelte, tenzij x =O is, in welk geval de modulns nn­
eindig groot wordt. 

Btjgevolg is voor x = O : 

I 2 .•. =0 

voor al le overige waarden van x: 

!S)- r K2u 
2 ~ l + l ) + :>) ' J K1 u K2u 1 

~c..2.L2., . -- -Jí -R = -':! t-t 1 . ± n '-lu z,, ± 'li /t, 

2 
dus, aangezien 1n het beschouwde geval K .!tt = -

7T 

In tegenstclling met de gangbare theorie der meerphasen­
motoren vioden we dus, dat btj de synchrone snelheid de 
rotorwikkeling niet stroomloos wordt, en dat dus ook het 
energieverlies in deze wikkeling niet = O is. Het aandeel van 
I 2:r. in di t energieverlies is blij k baar : 

waarvoor wij b~ invoering van het energieverlies in de stator­
wikkeliog V.11 en van de verhouding der koperhoeveelheden in 
stator en rotor í., welke, zooals bek~nd ondersteld mag worden, 

l 1- . d. d h l n z 1'2 n1 r1 k ge ijx. 1s aan 1e van e groot eCten ~t22 en '')' 
2 

, ook unnen - ~ ., 

schrijven : 
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De sommatie van V 2.,· over alle mogelijke waarden van x, 
l>eha.lve ~r= O, lovert. hettotale energieverlies ill ele rotonvikkeling 
op bg do syochrone snelheid . Blijkba.ar is ele mate van convergentie 
der te sommeeren reek~ afb ankelijk van de wijze waarop eener­
zijds K111

2, anderzijds de verhouding van R2n tot R,0 afnemen 
b ij toenernende waarden van Lt,. Bij eeoe gelijkmatig verdeelde 
statorwikkeling, waarvoo r K 111

2 omgekeerd evenredig is met 'lt
2

, 

z a. l du roeks ste~cls sterk cou vergeeren; daarentegen is b~j eene 
éénspleetswik keliog, waarvoor K li , 2 constant is, de convergentie 
geheel afhankel~ik van de verhouding der reluctaoties Rzu en 
U,, en wordt zelfs de beschouwde reeks divergent, indien deze 
ve1·houdiug oneindig g root is, dus bij afwezigheid van magne­
t ische spreiding. 

Hieruit mogen we besluiten, dat bij de practisch gebruikelijke 
wikkelingen de sommatie va.n T! z_,. eene w aar de kan opleveren, welke 
vo!strekt niet verwaarloosbaar is ten opzichte van V1 , m. a. w. 
dat ook b\i de synchrone snelheid het energieverlies in de 
rotorwikkeling eene wezenlijke bijdrage kan leveren tot het totale 

energieverlíes in den motor. 
Tnsscheo het aa.ncleel in de energieverpl aatsing in het entrefer 

1-V Xl het energieverli es v~ ... , en het mechaoische vermogen K.r W o, 
opgeleverd door de stroomcomponente I 2.,., moet de volgende 
betrekking bestaan : 

. w,. 'L/, 
H~ .. - V 2 ,. = K ... w 0 = - - · w 0 = 1V,. -w p 

waaruit volgt: 

W,. = _1!._ 1!2,· =- ·.>. lf V2..· 
. p-'11 " x 1 

De totale energieverplaatsing W verkrijgen we door sommatie 
van W x voor alle roogelijke waarden van x, behalve x== O. 
Rierbij is de grootste der te sommeeren termen slecbts gelijk aan 
het 2 f

1
° deel van V2..., terwijl overigens de abso.lute waarde 

van de verhouding dezer termen tot V2.·· omgekeerd evenredig 

is met x. 
Nemen we bovendien nog in aanmerking dat deze termen 

afwisselend positíef en negatief zijn, zoo blijkt dat de totale 
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energieverplaatsing naar den rotor slechts gering kan z~jn in 
vergel~iking met het totale energieverlies in de rotor-w1kkeling. 
In hoofdzaak zal dus clit energieverlics moeten worden aangc­
vuld door 1necha:nisch aa n d en rotor toegevoerde energie, en hier­
uit volgt dus, in afwijking vao de gangbare theorie, clat de 
motor zelts in v olkomen o n belasten toestancl de synchrone sncl­
heid uit zicb zelf niet zal kunnen bereiken. 

Uit de voorgaande beschouwiogen volgt nu, dat zelfs in hot 
theoretische grensgeval n 2 = oo de verwaarloozing d er nevenvelden 
slechts leiden kan tot eene motor-t heorie Í'lb eerste berwder iny. 

Dit geldt dus à fortiori in het geval dat n2 eindig is, waarmee 
we practisch steeds te doen bebben, en waarb~j de vorschijnselcn 
nog meer saamgesteld worden door het optreden der stroomcn 
I 1y in de statorwikkeling. 

Eene exacte theorie dezer motoren ka n slechts opgobouwd 
worden op het volled,ige stelsel vergelijkingen, dat we in dit 
hoofdstuk hebben afgeleid. 
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STELLINGEN. 

I. 

Een sinusoidaal magnetisch veld kan in ~djn ·meest algemeenen 
vorm steeds beschou w d worden als de superpositie v an tí\'ee 
sinusoidale velden van verschillende soort, die ieder voor zich 
door eene vector-grootheid kunnen worden voorgestelcl. 

De samenstelling dezer vectoren tot een enkelen vector, voor­
stellende het totale veld, is niet geoorloofd. 

n. 
Een siuusoidaal magnetisch velcl, dat hetzij door één vedor, 

hetzij do.or twee gelijk of tegengesteld gerichte vectoren, kan 
worden voorgesteld, kan geene overbrenging van kracht of energie 
tnsschen twee lichamen tot stand brengen. 

13edoelde overbrenging kan slechts geschiedeu door sameu­
werking van twee ongelijksoortige en ongel~ikstandige veld­
componenten als bedoeld in de stelling I. 

De waarde van het overgebrachte krachtskoppel wordt bepaald 
door het vectorproduct der vectoren, waardoor de ongelUksoortige 
veld-componenten kunnen worden voorgesteld. 

III. 

In een vlak magnetisch veld van willekeurigen mits onver­
anderlijken vorm, roteerencle om eene as, welke loodrecht staat 
op het vlak der krachtlijnen, is het oogenblikkelijk naar deze as 
overgebrachte vermogen gelijk aan het pToduct van het overge­
brachte constante krachtskoppel en de oogenblikkel\jke rotatiesnel­
heid van het veld. 
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IV. 

De gebruikclijke splitsing van den magnetischcn krachtstroom 
binnen het entrefer eener electrische mnclti ne in: 

een restkrachtstroom, afhankelijk vn.n de re:;nlteerencle mn.g­
netomotorische kracht der beide wikkelinge11, 

en 
twee lckkrachtstroomen, ieder n.fhankelijk vau de magncto­

motorische k:racht van eeu der wikkelingcn, 

is ultsluitend te beschon w en al s een mn.thematisclte kunstgreep, 
waaraan geene physische beteekenis kn.n ,,·orden toegekencl. 

De identifieering: 

eenerzijds Yan den restkrachtstroom eener clectrische machine; 
met het deel van den krachtstroom. dat de beidc wikkelingeu 
snijdt, 

anderzijds van de lekkrachtstroomon met de deelen van den 
krachtstroom, welke slechts één der.er beide wikkelingen snijden, 
berust o p hegripsverwarri n g. 

VI. 

In de gn.ngbare theorü~n der electrische machines ligt aan de 
bepaling \'an het magnetisch veld ele onderstelling ten groncl slng, 
uat de omgeving (met uitsluiting van het outrefer) mag11etisch 
impermeabel is. 

Voor goed gedimensionneerde machines levcrt c1eze on<ler­
stelling op zich z.elf slechts eene practisch venmarloosbare 
o n nn.nwkeuJ·igh.eicl o p in ele uitkomst de r berekeni ng, en moe t 
zij dus als Yolkomen geoorloofd beschouwd worden. 

VII. 

Het is ~renschclijk dat draaistroomnetten voor Iage spanning 
met 0-leider worden ujtgevoerd. 
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V I! I. 

De p~ntieele ditl"ereutianl-Yergelijking, in de electriciteits1eer 
bekcncl n.l s rle telegraaf-vergeHjking : 

oJ ,y
2I â

21 t 1 r1 I 
(;- -. - t} = E ,tt - 0 l._r 1T ,( ,11 -

" x- ,y t~ â 1 

l<t:t! geene oplossing toc Yan clen vorm: 

l 1 
ll.r+ p l 

=l e 

u•el/.·1' ·vc?·ce"i.()baa·t ·i~-: 1Het ele aanvam_qseond-ities, geldende bif het in­

t?·c<l' 11 va·n ri veJ"span·wingS·IIC1"SCh~in.selen. 
Eene theorie dezer verschijnselen, "·elke bernst op bovenbe­

rl oclcle particnliere oplossing der telegraaf-Yergel\j l>ing, moet 
noochnkelij k leiden to t onjuiste uitkomsten. 

rx. 
De in de meeste Gemeenteli.jke Electriciteitsverordeuingen 

voorkomencle bepalingen omt.rent de grootte der toe te la.ten 
pltase-verschu iving bij motoren behooreu cluaruit te verdw~inen. 

x. 
De gebruikelijke tarieven bij wissel- en draaist.room, gebaseerd 

op het kilowatturen-verbruik , berusten op een onjuisten grondslag. 

X I. 
Een stroom-tnrief, dnt ten allen tijde eene vaste verhoucling 

wa.arborgt. tusschen de zelfkosten en den verkoopsprijs der 
electrische energie, moet nog worden uitgeda.cht. 

X li. 

Energie-verkoop met stroombegrenzers is n.lleen aan te bevelen 
hij eene volbelaste ceutrale, clie 1üet voor uithreicling vatbaar is. 
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